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VORWORT 
Der Inhalt des vorliegenden BIlchleins entspricht Wlgefll.hr dem, 
was innerhalb der gesamten Vorlesungen fiber höhere Mathematik 
an der hiesigen Technischen Hochschule aus dem Gebiete der &Da-
lytischen Geometrie behandelt wird. Das Buch mag demnach als 
Vorlesungsleitfaden oder auch fflr Wiederholungen gute Dienste 
tun, wobei es keinen wesentlichen Unterschied ausmachen möchte, 
ob die analytische Geometrie innerhalb einer Gesamtvorlesung 
fiber ,,Höhere Mathematik" oder gesondert zum Vortrag gelangt. 
Ich lu!obe indessen versucht, die Darstellung nicht gar zu kna.pp zu 
wählen, habe dieselbe auch reichlicher mit Figuren ausgestattet, 
als es wohl sonst bei einem Leitfaden tu geschehen pflegt. Viel-
leicht ist das Buch auf diese Weise auch zur selbständigen Ein-
ffthrung in die Elemente der analytischen Geometrie geeignet und 
ist in diesem Sinne übrigens auch keineswegs allein auf den Be-
reich der technischen Hochschulen berechnet. Besonderes Gewicht 
ist auf die rein geometrische Behandlung einfacher Mechanistuen 
gelegt, in welche hier insoweit eingefiihrt wird, daß sich· die 
weitere dynamische Behandlung innerhalb der Vorlesungen fiber 
Differential- und Integralrechnung unmittelbar anschließen kann. 
Im Kapi~l fiber die Flächen zweiten Grades sind außer den aller-
ersten gestaltlichen Betrachtungen nur solche Ausfflhrungen ge-
geben, welche den Leser zur selbstllndigen Herstellung von Flächen-
modellen anregen sollen-. 
Ein paar in der ersten Auflage fibersehene l<'ehler sind in der 
vorliegenden Neuauflage richtiggestellt. 
Bl'aunschweig, im Dezember 1921. 
ROBEUT FßlCKE. 
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I. Teil. 
Analytische Geometrie der Ebene. 
Kap. I. Die Koordinaten in der Ebeue und die Darstellung 
der ebenen Kurven durch GIeicllUngen. 
§ 1. Die Kartesischen Koordinatensysteme in der Ebene. 
Die in Fig. 1 dargestellte Gerade denke man beiderseits unend-
lich lang und versehe sie, wie die Figur andeutet, mit einer Pfeil-
richtung. Für Längenmessungen auf der Geraden vom Punkte 0 
aus führe man eine beliebige 
Längeneinheit E ein. Ein Punkt ~
P der Geraden, der von 0 aus :r 
gesehen in der Pfeilrichtung liegt, 
habe in der Einheit E gemessen Q 
di~ Entfernung OP = x von 0 FI . I. 
(Flg.1) i die positive Zahl x heißt i 
dann die "Abseisse" des Punktes P. Ein Punkt Q, welcher von 0 
aus gesehen auf der der Pfeilrichtung entgegengesetzten Seite der 
Geraden liegt, möge die negative Zahl x = - Ö Q als Abszisse be-
kommen, wobei OQ die in 6 gemessene Entfernung des Punktes Q 
von 0 ist. Der Punkt 0 selbst bekommt die Abszisse 0 und heiBt 
dieserhalb "Nullpunkt". Jedem (endlicJlen) Punkte der Geraden 
kommt eine bestimmte Abszisse x eu, und jeder endliche (positive, 
negative oder verschwindende) Wert x liefert umgekehrt eitlen be-
stimmten Punkt der Geraden. Die Beantwortung der Frage, ob es 
einen Sinn haben kann, x unendlich werden zu lassen, bleibt ver-
behalten. 
Unter irgendeinem Winkel tO, der (in Graden als MaBeinheit 
benannt) > 00 und< 180 0 oder (in Bogenmaß gemessen) > 0 
und < 11: ist, werde die betrachtete Gerade von einer zweiten bei der-
seits unbegrenzten Geraden gekreuzt, der wir die in Fig. 2 a.nge-
deutete Pfeilrichtung erteilen. Auf dieser Geraden legen wir für 
die Längenmessungen von 0 aus eine beliebige Längeneinheit e' 
zugrunde. Ein Punkt R der Geraden, der von 0 aus gesehen in 
2 Ka.rtesische Koordinaten 
der Richtung der Pfeilspitze liegt, habe von ° die in e' gemessene 
Entfernung OB = Yj diese positive Zahl y heißt dann die "Ordi-
nate" von B. Die Punkte B' der Geraden auf der anderen Seite 
/I 
Fig, ,. 
IV 
P 
I 
von ° bekommen negative Ordi-
naten Y = - ° ii:, wo OB' die 
wieder in E' gemessene Entfer-
nung von Obis B' istj ° selbst 
hat natürlich die Ordinate O. 
Durch beide Geraden wird eine 
Ebene festgelegt, in welcher P 
ein beliebiger Punkt in "end-
licher" Entfernung von ° sei. 
Man ziehe durch P Parallele zur 
zweiten und ersten Geraden, bis 
man diese Geraden in den Punkten Q und R erreicht, und erteile 
dem Punkte P die Abszisse x von Q gleichfalls als "Abszisse", die 
Ordinate y von R aber als "Ordinate". Zusammenfassend nennt man 
die dem Punkte P zugeordneten Zahlen x, y die "Koordinaten" 
von P, spricht auch einzeln von der "x-Koordinate" und ,,,li-Koor-
dinate". Jeder endliche Punkt P der Ebene bekommt ein bestimmtes 
Koordinatenpaar x, y und wird demnach auch als der Punkt (x, y) 
bezeichnet,. umgekehl·t entspricht jedem endlichen Wertepaar'e x, y 
ein bestimmter Punkt P. Deutung und Gebrauch unendlich großer 
Werte der Koordinaten bleibt vorbehalten. 
Die heiden sich in ° schneidenden Geraden heißen "Achsen des 
KOO1'dinatensystems" und werden als "x-Achse" oder "Abszissen-
achse" und "y-Achse" oder "Ordinatenachse" unterschieden. Die 
Benennung "Koordinatensystem" kBnnen wir auf die "Zusammen-
steUung" der Koordinaten x, y für den einzelnen Punkt P oder 
auch auf die Darstellung aller endlichen Punkte der Ebene durch 
das "System" aller endlichen Wertepaare x, y beziehen. Der durch 
den Nullpunkt ° abgetrennte Teil der einzelnen Achse, welcher 
die Pfeilspitze trägt, heiBt die "positive Achse", der andere Teil 
die "negative Achse". Wir halten an der (in Fig. 2 vorliegenden) 
Anordnung fest, daß die positive x-Achse vermöge einer Drehung 
durch den Winkel w, den "Acksenwinkel", entgegen dem Drehung8-
sinn des Uhrzeigers in die positive y-Achse übergeht. Zufolge Fig. 2 
kann man übrigens die Abszisse :11 des Punktes P Auch durch die 
in der Einheit E gemessene Länge P B erkl~ren, die Ordinate ent-
sprechend durch die in E' gemessene Länge PQ, wobei natftr-
lieh die Maßzahl jedesmal mit dem richtigen Vorzeichen zu ver-
sehen ist. 
Durch die Achsen wird die ganze Ebene in vier Teile zerlegt, 
die in Fig. 2 mit I, II, IJI und IV bezeichnet sind. Die Innen 
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punkte des Teiles I haben positive Koordinatsn diejenigen des 
Teiles II haben x < 0 I Y > 0 usw. ' 
Nach ihrem Erfinder Cartesius heißen die erklärten Koordi-
naten x, y der Punkte P der Ebene "Kartesische Koordinaten". 
Ist der Achsenwinkel w insbesondere ein rechter, so spricht man 
Von "rechtwinkligen Koordinat~'n"; liegt dieser Fall nicht vor, so 
bezeichnet man das Koordinatensystem als ein "schiefwinkliges". 
Vornehmlich werden wir mit rechtwinkligen Koordinaten arbeiten. 
Für manche Zwecke 
ist es vorteilhaft, die 
bei den mit E und E' 
bezeichneten Längen-
einheiten verschieden 
Zu wählen; doch sollen 
dieseZben weiterhin 
stets einander gleich 
sein, so daß nur mit 
einer einzigen Längen-
einheit gearbeitet wird. 
Wählt man etwa ein 
Zentimeter als Län-
geneinheit, so ist für 
zeichnerische Zwecke 
Flg.8. 
das im Handel erhältliche Millimeterpapier" oder "Koordinat.'m-
papier" (Fig. 3) sehr brauch'bar, da man vermöge de~ Einteilung drr 
Ebene in Quadratmillimeter die Koordinaten der elDzelnen Punkte 
ziemlich sicher auf Zehntel-Millimeter abschätzen kann. 
§ 2. Das Polarkoordina.tensystem in der Ebene. 
In der Ebene sei ein beliebiger Punkt 0 und eine von ihm aus-
gehende Gerade OA gewählt (Fig. 4). Einen beliebigen von 0 
V'erschiedenen endlichen Punkt P 
der Ebene kann man eindeutig 
festlegen durch Angabe der Ent-
fernung 0 P = r des Punktes P 
V'on 0 und des Winkels 1:: A 0 P 
== 8- zwischen OA und OP. 
Man nennt rund 8- "PoZarkoor-
dinaten" von P und bezeichnet 
einzeln r als "Radi·usve'ktor" und 
& als "Amplitude". Dem erklärten 
P' 
.. Polarkoordinatensystem" liegt 0 1'111, ,. 
als "Pol" und die Gerade 0 A . . 
als ,,Achse" zugrunde. Die Maßzahlen der Winkel .0-, dIe WIr ge-
wöhnlich in Graden gemessen denken, sollen bei Drehung des 
4 Beziehung zwischen rechtwinkligen und Polarkoordinaten 
Radiusvektors entgegen dem Drehsinn des Uhrzeigers wachsen. Der 
Punkt P der Polarkoordinaten r, .f7 wird auch kurz als Punkt (r, .(7) 
benannt. 
Ein von 0 verschiedener Punkt der Achse OA 1) hat die Am-
plitude O. Man gewinnt bereits alle von 0 in der Ebene a.us-
strahlende Richtungen, und jede nur einmal, wenn man den Win-
kel .f7 auf das Intervall 0° s: .f7 < 360 0 beschränkt. Der PolO 
selbst ist durch r = 0 eindeutig bestimmt; jeder von 0 verschiedene 
endliche Punkt P der Ebene bekommt als Koordinatenpaar z'wei 
Zahlen r, .f7, die den Ungleichungen: 
r>O, OO<.f7<360o 
genügen (s. die Funkte P, P', p" in Fig. 4), und jedes aolche Zahlen-
paar r, .f7 liefert eindeutig einen Punkt P. 
Kommen bei Rechnungen Winkel .f7 außerhalb jenes Intervalls 
vor, so mag man sie durch Zusatz oder Abzug eines Multiplums 
von 360 0 auf Winkel des Inter-
valls reduzieren. Etwa. bei Rech-
nungen auftretende negativeWerte 
von r sind auf eine mögliche Deu-
tung stets besonders zu unter-
suchen. Die Zulassung des Wertes 
r == 00 bleibt vorbehalten. Für 
zeichnerische Zwecke eignet sich 
das gleichfalls im Handel erhlllt-
liche "Polarkoordinatenpapier", 
dessen Einrichtung aus Fig. 5 er-
sichtlich ist. 
Plg.5. Führt man neben den Polarkoor-
dinaten noch ein rechtwinkliges 
kartesisches Koordinatensystem ein mit dem PolO als "Nullpunkt" 
und der Achse 0 A a.ls "positiver x-Achse", so bestehen zwischen 
r/ A 
Q 
lI'ig. e. 
den Polarkoordinaten r,.f7 und den 
rechtwinkligen Koordinaten x, y 
eines und desselben Punktes P 
die Beziehungen: 
(1) {
x .... "cosa-, 
11 =- " sin a-, 
die man an den beiden Punkten 
P und P' der Fig. 6 leicht be-
weisen wird. Umgekehrt drf1cken 
1) Man denke dieselbe in Richtung der Pfeilspitze in Fig. , un-
begrenzt. 
TranlforIDation karte.i.cher Koordin"ten 
sich die Polarkoordinaten r, .ßo eines Punktes P in dessen recht-
winkligen Koordinaten x, y auf Grund der Gleichungen aus: 
(2) r = + Y Xl + yS, cos.ßo = ~, sin.ßo =- Y', 
+ x'+ y' + J!XI+ y' 
wobei für den Nullpunkt 0 die beiden letzten Gleichungen in 
Fortfall kommen. 
§ 3. TranBformation karteBisoher Koordinaten. 
Es soll festgestellt werden, wie sich die kartesischen Koordi-
naten eines Punktes umformen oder "transformieren", wenn man 
einen Wechsel des Achsenpaares vornimmt. Wir betrachten fol-
gende Spezialfälle : 
I. Der neue Nullpunkt 0' habe die Koordinaten a, b im alten 
System (Fig. 7), die neuen Achsen seien den alten paralId und 
gleichgerichtet; man spricht von 
einer "Parallelverschiebung" oder 
"Translation" der alten Achsen 
in die neue Lage. 
In Fig. 7 sind die neuen Achsen 
stark markiert, und die Strecken 
OS' und 6'73 haben die Längen a 
und - b; im Falle der Fig. 7 hat 
nämlich b einen negativen Wert. 
Die alten Koordinaten X, y eines 
Punktes P stellen sich in den 
PlI!. 7. 
neuen x', y' des gleichen Punktes in der Gestalt: 
(1) x = x' + a, y = 1/ + b 
dar' für den Punkt P der Fig. 7 liest man diese Regel ~ofort aus 
der 'Figur ab sie gilt unverändert für alle endlichen Punkte P, 
sowie übrige~s auch für alle Lagen des neuen Nullpunktes 0', 
wie mah in einigen F!Hlen prüfen 
wolle. 
n. Die neuen Achsen seien recht-
winklig, heide Systeme haben den 
Nullpunkt, die x-Achse und deren 
Richtung gemein (s. Fig. 8, wo die 
neuen Achsen wieder stark mar-
kiert sind). 
Ist w der Achsenwinkel im alten Plg.8 
System, so stellen sich die neuen Koordinaten x', tI eines Punk-
tes P in den alten x, y so dar: 
x' = x + y COS fl' , y' - y sin 11', 
·6 Drehung der rechtwinkligen Achsen 
woraus man durch Auflösung nach x und y findet: 
(3) x = x' - y' cotg w, v=-.L. 
Sill W 
Für den Punkt P der Fig. 8 liest man die Gleichungen (2) aus 
der Figur leicht ab; sie gelten in derselben Gestalt für alle end-
lichen Punkte P sowie übrigens auch für stumpfe Winkel w, wie 
man wieder in einigen Fällen prüfen wolle. 
IH. Beide Systeme sind rechtwinklig und haben den Nullpunkt 
gemein, so daß die alten Achsen in die neuen mittels einer ,,Drehung" 
Fig.9. 
oder "Rotation" um 0 durch den 
Winkel et übergehen; der Dreh ungs-
winkel et ist irgendeiner im Inter-
vall 0° < et < 360°. 
In Fig.9 sind die neuen Achsen 
wieder stark markiert und die 
Koordinaten x, y des Punktes P 
im alten System sowie x', y' im 
neuen System durch die punktier-
ten Linien angedeutet. Man ordne 
jedem System ein Polarkoordi-
natensystem zu, indem man 0 als Pol und je die positive Abszissen-
achse zur Achse wählt. I n dem zum alten System gehörenden Polar-
koordinatensystem sei P der Punkt (r, (t), im a.nderen (r', (t'); dann 
gilt (Fig. 9): 
r' = r, {t' = (t - et 1). 
Hieraus folgt auf Grund von (1) S. 4: 
x' = ,.' cos {t' = l' COS ( (t - et) = + r cos {t . cos et + r sin {t . sin et, 
y' = r' sin {t' = r sin ({t - et) = - r cos {t . sin IX + r sin {t . COS et, 
und also, wenn man r cos {t = x und r sin {t = Y setzt: 
( 4) x' = + x cos et + y sin et, y' = - x sin et + y COS et. 
Durch Auflösung nach x und y findet man die Ausdrücke: 
(5) x = + x' COS et - y' sin et, Y = + x' sin (X + y' cos (X 
der alten Koordinaten in den neuen. -
Der Übergang von irgendeinem Achsenpaar des Nullpunktes 0 
ZlI irgendeinem anderen des Nullpunktes 0' kann durch Zusammen-
sotzung einiger Transformationen der vorbetrachteten besonderen 
Arten hergestellt werden. Man vollziehe nämlich erstlich eine 
Parallel verschiebung der alten Achsen nach dem neuen Null-
1) Ist .{t< a. 80 hat man die zweite Gleichung zu ersetzen durch 
~'=~ - a + 860°. 
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punkte 0'; hierauf gehe man von beiden Systemen zu zwei recht-
winkligen über, die mit ihnen den Nullpunkt 0', die x-Achsen und 
deren Richtungen gemein haben; das eine der beiden rechtwink-
ligen Achsenpaare geht dann einfach durch eine Drehung um 0' 
in das andere über. Da in allen einzelnen Formelpaaren (1), (3), 
(5) die alten Koordinaten sich als Aggregate "ersten Grades" in 
den neuen darstellen, so folgt auch bei der Zusammensetzung der 
Transformationen der Satz : Jede Transformatum kartesischer Koor-
dinaten wieder auf kartesische begründet zwischen den beiderseitigen 
Koordinatenpaaren eine Beziehung "ersten" Grades oder, wie man 
auch sagt, eine "lineare" Beziehung der Gestalt,' 
(6) x = alx' + o,y' + a, y = b1 x' + b,y' + b. 
§ 4. Ausdruck der Entfernung zweier Punkte in recht-
winkligen Koordinaten. 
Ein Punkt P der rechtwinkligen Koordinaten x, y hat zufolge 
(2) S. 5 vom Nullpunkte 0 die Entfernung: 
(1) op- + Vx'+ y'. 
Sind zwei Punkte P1 und 1', durch ihre rechtwinkligen Koor-
dinaten xl! Y1 und x~j! y, gegeben, so führe man eine TranRlation 
der Achsen nach Pt als neuen Nullpunkt aus. Nach (1) S. 5 sind 
die neuen Koordinaten x', y' des Punktes PI: 
x' == Xl - X, , y' = Yl - Y!' 
Aus der eben angegebenen Gleichung (1) folgt somit: Die Ent-
fernung PI P, zweier durch ihre rechtwinkligen Koordinaten Xl' Y1 
und Xt , y, gegebenen Punkte PI' P, ist dargesteUt durch,' 
(2) PlP~ "'" + V(xl - XI)' + (Y1- y,)'. 
§ 5. Teilung und Verlängerung einer Strecke nach 
gegebenem Verhll.ltnis. 
Der Nullpunkt 0 und ein von 0 verschiedener Punkt 1'1 der 
Koordinaten Xl' Yl legen eine durch sie hindurchlaufende Gerade 
fest, welche durch 0 und PI in drei Abschnitte zerlegt wird, die 
endliche StJ'llcke OP1 und die beiden von 0 bzw. von 1'1 ins Un-
endliche laufenden Abschnitte. Ist P irgendein von 0 verschiedener 
Punkt dieser Geraden, so sind, wie ein Blick auf Fig. 1 0 lehrt~ 
die Koordinaten x, y von P zu ~,'!II proportional und können 
also mittels eines ProportionalitAtsfaktors /A' in der Gestalt: 
(1) x-/A'xt> Y-/A'Yl 
dargestellt werden. Umgekehrt ist, wenn /A. irgendeinen endlichen 
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Wert bedeutet, der Punkt (I-'X1 , I-'Yl) stets auf jener Geraden ge-
legen; insbesondere liefert I-' = 0 den Nullpunkt 0, I-' = 1 den 
Punkt Pu und man erbll.lt für 1-'<0 
einen Innenpunkt des von 0 ins Un-
endliche laufenden Abschnitts, für 
o < I-' < 1 einen Innenpunkt der 
Strecke 0 PI und endlich für I-' > 1 
einen Innenpunkt der von Pt ins 
Unendliche laufenden Strecke. In 
jedem Falle gilt die Proportion: 
(2) OP: OP1 = 11-'1: 1, 
Flg. 10. wenn I I-' I den absoluten Wert von I-' 
bedeutet. 
Gehört P der Strecke OPt an, ist also 0 < I-' < 1, so wird diese 
Strecke durch den Punkt P nach dem Verhältnis: 
0]>: P1P- 1-': (l-f') 
geteilt. Schreiben wir für dies Verhältnis zwei beliebige, nicht-
negative und nicht zugleich verschwindende Verhältniszahlen 
ml , mJ vor: 
(3) 
so berechnet sich der zugehörige Wert I-' aus: 
"' zu I-' = 1 
"'1+"" 
Der Punkt P, fcelcher die Strecke OPt nach dem Verhältnis (3) 
teilt, hat also die Koordinaten: 
(4) 
Ist P nicht Innenpunkt der Strecke OPl! ist also entweder 
f' ~ 1 oder I-' <0, so sagt man, P verlängere die Strecke OP1 
nach dem Verhältnis: 
öl> : P~ P = I-' : (I-' -1) oder 0 P : i{p =- (- 1-') : (- I-' + 1) , 
je nachdem I-' 2 1 oder I-' ~ 0 zutrifft. Schreibt man für dies 
Verhältnis zwei voneinander verschiedene, nicht-negative und nicht 
zugleich verschwindende Verhältniszahlen m, , ms vor: 
(5) 
so liegt der erste oder zweite der eben unterschiedenen Fälle vor, 
je nachdem mt > m, oder "'1< fII! zutrifft; entsprechend liegt P 
'. 
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auf dem von PI bzw. auf dem von 0 ins Unendliche ziehenden 
Abschnitte unserer Geraden. In heiden Fällen gilt: 
I" ml d I ml 
--- = - un a so I' = ---- . 
1"-1 m, ml-m. 
Der Punkt P, welche-I' die Strecke OPI nach dem Verhältnis (5) 
verlängert, hat also die Koo1'dinaten: 
(6) 
Soll eine beliebige endliche und nicht-verschwindende Strecke 
PI Ps, die durch die Koordinaten Xu 1ft und x,, y, ihrer End-
punkte PI' Ps gegeben ist, durch den Punkt P der Koordinaten x, 11 
nach dem Verhältnis: 
-- --(7) P,P:PIP-mt:m, 
geteilt oder verlängert werden, so führe man, um die Regeln (4) 
und (6) anwenden zu können, eine Parallelverschiebung der Achsen 
auf P, als nenen Nullpunkt aus, Im neuen Koordinatensysteme 
bat PI die Koordinaten Xl - X" Yl - y" der Punkt P aber 
x-x" Y-'!h" so daß aus (4) und (6): 
folgt. Durch Auflösung nach x und Y ergibt sich: Drt' .Amkt P, 
toelcher die Strecke .PI P, nach dem Verhältnis (7) teilt bew. ver-
längert, hat die Koordinaten.: 
(8) ml XI ± m.x. ml YI ± m.y. x - Y == -.-... - ... --... 
- m1±m,' mJ±m,' 
wobei die oberen Zeiclten die Teilung, die unteren aber die Ver'län-
gerung lief(!1'n, 
Bei der Teilung findet man in dem besonderen Falle 1111 = "'I: 
Der Mittelpunkt der Strecke PI P, hat die arithmetischen Mittel der 
Koordinaten der Endpunkte EU 1{oordinaten: 
(9) 
Würde man im Falle der Verl!l.ngerung ml - m, setzen, 80 wUrde, 
da die bei den Gleichungen Xl - x,, YI -- y, nicht zugleich 7.ut.r{\ffen 
können, mindestens einer der beiden durch (8) gelieferten Werte 
x, y nicht mehr endlich sein, so daß dem Verlängerungsverh!\lt-
nis 1 kein endlicher Punkt der Geraden entspricht,. Um jedoch 
auch dieses Verhältnis 1 mit einer geometrischen Sprechweise zu 
versehen, sagt man, es liefere "den unendlich (r1'n('ff Punkt" der 
Gl't'adCtl,. Dieser Punkt hat dann, insofern sich das Verhältni8 1 
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stetig sowohl an die Verhältnisse unter 1 als an die über 1 an-
schließt, als gemeinsamer Endpunkt der beiden von P'J und von PI 
ins Unend~iche laufenden Abschnitte unserer Geraden zu gelten. 
§ 6. Darstellung ebener Kurven durch Gleichungen. 
Ist zwischen den Koordinaten x, y die Gleichung y = 2 x - 3 
vorgeschrieben, so berechnet sich aus derselben für jedes x ein 
bestimmter Wert y, der mit jenem x einen Punkt (x, y) festlegt. 
Markiert man alle diese Punkte! so bilden dieselben eine zusam-
FIIJ·11. FIIJ·U. 
menhä.ngende Punktreihe oder Linie (und zwar eine "Gerade"), 
wie Fig. 11 erläutert. Gilt die Gleichung y2 - X = 0 und also 
!I == ± Vx, so hat man f"dr jede positive Abszisse x zwei einander 
entgegengesetzte Werte y, für x = 0 den einen Wert y =-= 0 und 
für negative x keine (reellen) Werte y. Die Punkte (x, y), deren 
Koordinaten die vorgeschriebene Gleichung befriedige~ setzen die 
in Fig. 12 dargestellte Kurve ("Parabel") zusammen. Ist für die 
FIIJ·U. 
den PolO umgebende oval 
in Fig. 13 da.rgestellt ist. 
Polarkoordinaten r, 8- die Glei-
chung: 
5 
r == 8 + 2 008" 
vorgeschrieben, so entspricht jeder 
Amplitude 8- eindeutig ein be-
stimmter positiver Wert r, der mit 
8- einen Punkt (r, 8-) der Ebene 
festlegt. Alle in solcher Weise 
der vorgeschriebenen Gleichung 
entsprechenden Punkte bilden eine 
geformte Kurve ("Ellipse"), welche 
In dieser Art ordnen wir unter Vorbehalt genauerer Untersu-
chung allgemein einer Gleichung zwischen kartesischen Koordi-
naten oder zwischen Polarkoordinaten eine "KUf'f)e" zu, bestehend 
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aus allen Punkten der Ebene, deren Koordinatenpaare die vorge-
schriebene Gleichung befriedigen. 
Ist eine Kurve gegeben, so versuche man umgekehrt eine Glei-
chung zwischen den Koordinaten eines geeignet gewählten Systems 
aufzustellen, die von sich aus in 
vorstehender Weise zur Kurve hin-
führen würde. Z. B. ist in Fig. 14 
in einem Kreise vom Radius 1 ein 
Durchmesser 0 A und im Endpunkte 
.A die Tangente gezeichnet. Auf der 
Geraden von 0 nach einem Punkte B 
der Tangente sei B C die durch den 
Schnittpunkt C mit dem Kreise ab-
geschnittene äußere Strecke. Man 
trage auf dieser Geraden von 0 eine 
mit jenem äußeren Abschnitte gleiche 
- --
Strecke 0 P - B C .. ~. Der geome-
trische Ort aller so gewinnbaren 
Punkte P (man sehe noch die PunktEl 
p' und p" der Figur als Beispiele) 
ist die in Fig.14 gezeichnete KurvfI Fig. 1&. 
("Zissoide"). Wählt man 0 als Pol und 0 A als Achse eines 
Polarkoordinatensystems, so gilt, wenn .0- die Amplitude des 
Punktes Bist: 
- 2 OB=~-
cos 8" oe = 2 cos .0-, 
-- 2 
BC= - 2cos.o-· 
C088' ' 
also ist, wenn T, .0- die Koordinaten von P sind: 
--- 2 2sin!'& 
T = 0 P = -- - 2 cos.o- =-. 
C088' C08 {t 
Da umgekehrt keine anderen Punkte (T,.o-) als diejenigen der frag-
lichen Kurve die vorstehende Gleichung befriedigen, so ist: 
T cos .0- - 2 sin 2 .0- = 0 
die Gleichung der Kurve in dem gewählten Polarkoordinatensystem 
Nimmt man 0 als Nullpunkt und OA als positive x-AchsfI eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems, so r('chnet, sich auf Grund 
von (2) § 2 die vorstehende Gleichung nuf: 
( 1) XS + :r y' - 2 y' = 0 
um. Diese Gleichung würde von sich auS zur Kurve der Fig. 14-
hinführen. 
In dieser Art denken wir jetzt allgemein einer vorgelegten Kurve 
eine Gleichung zwischt'n Koordinaten eines zweckmäßig gewählten 
TeubDcra Leltfllden: Frlck., ADa11t. Geometrie. S. Allfl. 2 
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Systems zugeordnet, die dann eben von sich aus in der anfangs bespro-
chenen Art wieder zur Kurve hinführen muß. Man nennt diese Glei-
chung den "analytischen Ausdruck" oder kurz "die Gleichung" der 
Kurve Die Methode der "analytischen" Geometrie besteht darin, 
daß man die geometl'ischen Eigenschaften der Kurven durch Rech-
nungen ("analytische" Entwicklungen), angewandt auf ih1"e Glei-
chungen, erforscht. 
§ 7. Einteilung der Kurven nach der Art ihrer Gleichungen 
in kartesischen Koordinaten. 
Entsteht die Gleichung einer Kurve in kartesischen Koordinaten 
durch Nullsetzen eines Aggregates, dessen einzelne Glieder neben 
konstanten Koeffizienten nur Potenzen von x und y mit ganzzah-
ligen, nicht-negativen Exponenten enthalten, oder ist die Gleichung 
durch Umrechnung auf diese Gestalt reduzierbar, so heißt die KurvII 
eine "algebraische". Die Summe der Exponenten von x und y im 
einzelnen Gliede heißt der "Gmd" des Gliedes; der höchste im 
Aggreg~t auftretende Grad heißt der "Grad der Gleichung". Man 
teilt die algebraischen Kurven nach dem Grade ihrer Gleichungen 
in "Kurven ersten, lweitcn usw. Grades" ein; z. B. ist die in Fig. 14 
dargestellte Kurve zufolge ihrer Gleichung ( 1) § 6 vom dritten Grade. 
Sollen diese Erklärungen Bedeutung haben, so müssen sie von 
98r Auswahl des Koordinatensystems unabhängig sein: In der Tat 
bleibt eine algebraische Kurve n t ... Grades eine solche, falls man 
durch Transformation tu einem anderen kartesischen Koordinaten-
system l1bergeJ/t. Es liefert nämlich jede solche Transformation 
Ausdrücke der Gestalt (6) S. 7 für die alten Koordinaten x, y in 
den neuen x', y'. Ein Glied axP y" des Grades (f' + v) liefert, auf 
die x', y' umgerechnet, ein Aggregat, das den Grad ((1- + v) nicht 
übersteigt. Die Kurve bleibt also bei Gebrauch der x', y' alge-
braisch, und ihr Grad ist nicht> Ytj er kann aber auch nicht< n 
sein, da man sonst bei der umgekehrten Transformation in den 
ursprünglichen X,!I zu einer Gleichung mit einem Grade < n zu-
rückgeführt wtirde. 
Alle nicht-algebraischen Kurven heißen "transee'l1dent" (das Ge-
biet der Algebra übersteigend), z. B. die Kurve, welche der Glei-
chung !I .,.. lOlog x entspricht. 
Kap. H. Die Geraden und die Kreise. 
§ 8. Darstellung der Geraden in kartesisohen Koordinaten. 
Eine zur y-Achse pa.rallele Gera.de ist durch ihren Schnittpunkt 
(d, Q) mit der x-Achse bestimmt. Alle Punkte der Geraden ge-
nilgen der Gleichung: 
(1) x=d, 
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und jeder Punkt (x, y), der diese Gleichung befriedigt, also jeder 
Punkt (d, y) liegt auf der Geraden, so daß u:ir in (1) die Glei-
chung der Geraden vor uns haben; die y-Achse selbst hat dem-
nach die Gleichung x = o. 
Eine nicht zur y- Achse parallele Gerade ist durch ihren Schnitt-
punkt (0, v) mit dieser Achse und ihren Winkel (J gegen die 
x-Achse bestimmt; ist die Gerade 
zur x- Achse parallel, so ist ß = 0 
zu nehmen, andernfalls sei ß der 
Winkel der nach oben 1) gerichteten 
Geraden gegen die positive x- Achse 
(Fig. 15). Umgekehrt gehört zu be-
liebigem l' und irgendeinem dem 
Intervall 0° < ß < 180 0 entnomme-
nen, vom Achsenwinkel w verschie- Ftg.15. 
denen Winkel (J immer eine bestimmte, zur y-Achse nicht-par-
alleie Gerade.') 
Sind r, .I} PoJarkoordinaten in bezllg auf d~n Punkt, (0, v) als 
PolO' und die zur"positiven x- Aehso l'arall(Jln Adl:_(l ()' A (Fig. 1;,), 
so gilt fiir c1l'n 1Jb!'rgang von dlm I'ollll'ko()rdinato!l r,o/} eines 
einzelnen l'unkt"s zn dIlHHP!I kartnsisdum Koordinat.en .r, y nach 
(1) § 2 und (1) und (2) § S: 
(2) r cos 0/} = X + (JI-l') cos U', r sin 0/} = (Y-l') sin 11'. 
Die Gerade setzt sich nun zusammen aus dem PoJe r = 0, allen 
Punkten mit .I} = (3 und allen Punkten mit 0/} = (3 + IBOOj d. h. si!' 
besteht gerade genau aus allen Punkten, welche die Gleichung: 
r sin (.fi - (J) = r sin .I} • cos {J - r cos 0/} • sin ß = 0 
befriedigen. Durch Eintragung der Ausdrücke (2) für r sin 0/} und 
,. cos 0/} folgt: 
(y - v) sin U' cos ß - x sin ß - (y - ,,) eos U' sin ß ~- (', 
oder besser geordnet: 
(3) ( Bin ß ) y "'" sin(;v-"':" ßl x + v 
als Gleichung der Geraden im Koordinatensystem X,!I. 
Den Koeffizienten von x in der Gleichung (3) bezeichnen wir 
kurz durch: 
(4) sin (J p. = ;;in~(w"':"-/J) = sin w cotg p - C08 W 
1) d. i. im Sinne wachsender Ordinaten y. 
2) Der ausgeschlossene Fan ß = w führt zu den Bcbon erledigten 
zur y-Achse parallelen Geraden. 
J4 Sätze über die Darstellung der Geraden 
und nennen ihn den "Richtungskoeffizienten" der Gleichung: 
(5) y = /LX + v. 
Jeder von w verschiedene Winkel ß liefert einen bestimmten end-
lichen Wert /-L, und zu jedem endlichen Werte /L gehört zufolge 
(4) ein bestimmter, von w verschiedener Winkel ß des IntervaUs 
0° < (:J < 180°. 
Unter Zusammenfassung von (1) und (5) folgt: Eine Gerade 
ist in kartesischen Koordinaten durch eine Gleichung ersten Gradu 
dar.stcllbar. 
Ist umgekehrt irgend eine Gleichung ersten Grades: 
(6) ax + by = c 
vorgelegt, so dürfen die Koeffizienten a und b nicht zugleich vel"-
schu·inden, da die Gleichung sonst entweder für kein (endliches) 
Wertepaar x, y erfdllt ist (nämlich für c =+= 0) oder aber für alle 
Paare x, y (nämlich wenn c· 0 ist)1). Ist b = 0, so setze man 
.~ = d und kommt zur Gleichung (1) zurück; ist b =+= 0, so setze 
a 
man: = - /L'b = v und wird zur Gleichung (5) geführt: Jede 
Gleichung (6) mit nicht zUgleich verschwindenden a, b steUt eine 
Gerade dar, so daß die gesamten Geraden der Ebene die algebra-
ischen Kurven ersten Grades erschöpfen. 
Als selbstverständlich notieren wir noch den Satz: Zwei Glei-
chungen ersten Gmdes, die sich nur um einen endlichen, nicht-ver-
schwindenden Faktor unterscheiden, stellen ein und dieselbe Gerade 
dar und umgekehrt. Betreffs der Umkehrung wolle man nur be-
achten, daß die beiden dieselbe Gerade darstellenden Gleichungen 
bei den soeben an (6) angeknüpften Rechnungen zu ,ein und der-
selben Gleichung (1) bzw. (5) führen müssen. 
§ 9. Die Normalgleichungen der Geraden. 
Die Gleichung (6) nennen wir "allgemeine Gleichung" der Ge-
raden. Durch Zusatz geeigneter endlicher und nicht-verschwin-
dender Faktoren entstehen die "Normalgleichungen" der Geraden. 
I. Erste Normalgleichung einer nicht zur y-Achse parallelen 
Geraden. 
Als solche bezeichnen wir die im vorigen Paragraphen benutzte 
Gleichung (5), in der p. den Richtungskoeffizienten und 11 die 
Ordinate des Schnittpunktes mit der y-Achse darstellt. Im Falle 
eines rechtwinkligen Systems ist zufolge (4) § 8 einfach: 
(1) p.=tgß. 
1) Man kl\nn auch sagen, daß der erBte Grad gar nicht vorliegen 
wtirde, wenn a nnd b zugleich verschwinden. 
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H. Zweite Normalgleichung einer nicht durch 0 laufenden Ge-
raden. 
Für eine durch den Nullpunkt laufende Gerade ist c = 0, d. h. 
das Verschwinden des Absolutgliedes charakteristisch. Ist c + 0, 
so teile man die Gleichung durch c und schreibe ; = z, -5 = "'. 
Die Normalgleichung ist: 
(2) 7 + ! = 1. 
Dabei bedeutet I die Abszisse des Schnittpunktes der Geraden mit 
der x-Achse, '" die Ordinate des Schnittpunktes mit der y-Achse; 
I und '" sind + 0, können aber (jedoch nicht zugleich) unendlich 
werden (Fall einer zu einer Achse parallelen Geraden). 
TII. Dritte Normalgleichung oder "Zweipunlrtform" der Ge-
radengleichung. 
Durch zwei voneinander verschiedene Punkte (Xli YI)' (x" Y2) 
läuft eine einzige Gerade hindurch, deren Gleichung in der Gestalt: 
(3) x-x, y-y, 
x, - x, y. y, 
geschrieben werden kann, fallR keine dnr Differenzen (x! - XI) 
und (Y, - YI) verschwindet; denn ditlse Oleichllng ist in den Vß-
rialwIen Koordinaten x, y vom erllten Grade und ist Ilowohl fl1r 
x - XI' Y = YI als für X = x,, Y = Y, erfilJlt. Gleichung la) ge-
staltet man leicht in die folgende "Zwcipunkf(orm" tier G('raden-
gleichung um: 
(4) x (Y2 - Yl) + Y (Xl - x,) - (XI Y2 - X'YI) = O. 
Gleichung (4) bleibt auch bestehen, falls eine der Differenzen 
(y, - Yl)' (,xl - x,) verschwindet; ist z. B. x, = Xl und damit 
die Gerade zur y-Achse parallel, so nimmt die Gleichung (4) nach 
Division durch die jetzt von 0 verschiedene Zahl (y, - !h) die 
fl1r jenen Fall charakteristische Gestalt x - XI = 0 an. 
IV. Vierte Normalgleichung einer Geraden bei rechtwinkligen 1) 
Koordinaten. 
Polarkoordinaten ,., .(t beziehen wir auf 0 als Pol und die 
positive x-Achse als Achse. LlI.uft erstens die Gerade nicht 
durch 0, so time man von 0 das Lot auf die Gerade, dessen 
Fußpunkt die Koordinaten,. - p, .(t - ahabe. FUr einen Punkt 
der Geraden von den Koordinaten r, ~ mit a < .:t < 360 0 gilt 
(Fig. 16): 
,. cos (.(t - a) - r cos .:t . cos a +- ,. sin .:t . sin a = p, 
1) Diese besondere Voraussetzung dient der Vereinfachung der fol-
genden Formeln. 
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oder in rechtwinkligen Koordinaten geschrieben: 
(5) x cos a + y sin a - p = O. 
Da diese Gleichung ersten Grades auch für den Lotfußpunkt (p, a) 
der rechtwinkligen Koordinaten x = p cos a, y = p sin a gilt 
und also für die zwei Punkte (r, {t) und (p, a) der Geraden rich-
tig ist, so stellt sie die Gerade dar und 
sei unsere "vierte Nonnalgleichung", in 
Fig. 16. 
der also p die 
Länge des Lo-
tes von 0 auf 
die Gerade ist 
und a die Am-
plitude dieses 
Lotes bedeutet. 
Die Gleiehung 
Fig. 17. 
(5) bleibt im Falle einer durch 0 laufenden Geraden gültig; dann 
ist p = 0 und a einer der beiden Winkel, welche die in 0 auf der 
Geraden errichteten Lote (in Fig. 17 pnnktiert) zu Amplituden 
haben. Es ist nämlich in diesem Falle r cos ({t - a) = 0 die Glei-
chung der Geraden in Polarkoordinaten (Fig. 17). 
Um den Faktor er zu bestimmen, der von der "allgemeinen" 
Gleichung (6) S. 14 aus in: 
uax + erby - ue = 0 
die Normalgleichung (5) liefert, setze man: 
ö a = cos a, ö b = sin a: 
woraus man durch Quadrieren und Addieren: 
(6) 1 u= -~---~ 
± ya! + b' 
findet. Für c = 0 ist das Vorzeichen in der zweiten Gleichung (6) 
tl'·illkiirlich wählbar (s. die zwei um 180 0 verschiedenen Winkel a 
der Fig. 17). Für c + 0 sei sgn(c), d. i. "signum" von c, das 
Vorzeichen von c und also gleich + 1 oder - I, je nachtlcm 
c> 0 oder< 0 ist; dann ist: 
(7) sgn (c) ö= ---=::::=== 
+Ya'+bs 
mit positiv genommener Wurzel zu setzen, damit die Lotllinge: 
c· sgn (c) I c (8) P=I1C= +~= +Yn'+u' 
einen positiven Zahlwert darstellt. 
I. 
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§ 10. Abstand eines Punktes von einer Geraden. 
Der Abstand eines Punktes von einer Geraden ist diE' Länge 
des Lotes vom Punkte auf die Gerade. Ist die Gerade in recht-
winkligen Koordinaten durch die "allgemeine" Gleichung (6) S. 14 
gegeben, so ist der Abstand p des Punktes 0 von der Geraden 
durch (8) § 9 gegeben. 
Um den Abstand eines beliebigen Punktes (xo, Yo) zu finden, 
fUhre man eine Translation der Achsen nach (xo, Yo) als neuen 
Nullpunkt 0' aus. Nach (1) § 3, S. 5, ist zu setzen x = x' + xo' 
y = y' + Yo, unter x', y' die neuen Koordinaten verstanden, so 
daß die Gerade im neuen System die Gleichung: 
ax' + by' - (e - axo - byo) = 0 
mit dem Absolutgliede (e - axo - byo) hat. Der mit Ij zu bezeich-
nende Abstand des Punktes (xo, Yo)' d. i. des neuen Nullpunktes, 
von der Geraden ist nach (8) § !): 
(1) (/ .T 0 + h Yo -- c t }/(/. t b' 
wird abo gl'wonnen, inrlnn mall i/l dir linkl' ,';I'itf dfr (; ,radf"f/!llci-
chung (I;f + b1/ c·= () die Ko,m/Illaim dl'.~ !'lInklfs (Jo, !In) ein-
tn~gt und tlrll sich ergrbf11dl'1l /'IlhI 1C1"r1, fll)so[ut .ql'lwmmrll. durch 
+ Va 2 + b2 teilt. Die Gleichung (8) § 9 i~t hierin als Spezial-
fall enthalten. 
§ 11. Winkel zwiBohen zwei Geraden. 
Es seien zwei Gerade bei Gebrauch rechtwinklige,. Koordinaten 
durch die Gleichungen: 
(1) 
gegeben. ~Iit 0 bezeichnen wir di" pindeutig bestimmte ~faßzahl 
eines der von beiden Geraden gebildeten Winkels, der nicht griiß!'r 
als ein rechter ist. ~lan üherzeuge sich durch Zpicbnungen, daB <l 
gleich I ßs- ßl oder gleich dem Npbcn· / ~ ... ./'-. 
winkel von I ß2 - ßl I ist, falls wir die (" 
Winkel ßl und ß2 der Gera.den (1) 
gegen die positive x-Achse nach Vor-
schrift von S. 13 bestimmen; z. B. ist 
im Falle der Fig. 18 der Winkel <l 
der Nebenwinkel von (ß, - ßJ In 
jedem Falle ist somit: 
.\<'Ig. 18. 
-I ·l·~+g ßt: -:f-I t.gt!~1 : , tgO=tg(ß.-ß,) ... t' ",., 
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wo, wie immer, durch zwei Vertikalstriche der absolute Betrag der 
eingeschlossenen Zahl bezeichnet ist. 
Sind bl und bll von 0 ve,rschieden, so hat man in tg ßi und 
tg ß, die Richtungskoeffizienten I'-l , 1-'2 der ersten Normalgleichungen 
der Geraden vor sich, so daß nach S. 14: 
gilt. 
(2) 
tg ßl =- 1-'1 = - :1, tg ß,l = I-'ll = - :' 
1 t 
Es folgt somit: 
tg J ==- I a1 bt - aB b1 I. 
a1 at + b1 b" 
Diese Regel bleibt aber auch bestehen, wenn eine der Zahlen b1 , b, 
verschwindet oder beide gleich 0 sind; ist z. B. bll = 0 und b1 =f= 0, 
so ist () == 190 - Pt I und tg Pt = - :: ' und man findet: 
tg d = I tg (90 - ßt) I = I cotg ßll = I !: I, 
was mit Rücksicht auf all + 0 auch von der Gleichung (2) ge-
liefert wird. Der einen rechten Winkel nicht übersteigende Winkel d 
,wischen den beiden in rechtwinkligen Koor.dinaten durch (1) ge-
gebenen Geraden ist demnach in jedem Falle durch die Gleichung (2) 
eindeutig bestimmt. 
Aus (2) folgt insbesondere: Kenn,eichen I!weier parallelen Ge-
,°aden ist a1 bll - a, b1 =- 0, Kenn,eichen ,weier gegeneinander senk-
rechten oder "orthog<malen" Geraden a1 a, + b1 b, =- O. Weiter er-
gibt sich hieraus: Die zur Geraden der Gleichung: 
(3) ax + by =- c 
parallele Gerade durch den Punkt (xo' Yo) ist durch: 
(4) ax+by=axo+byo oder a(x-xo)+b(y-yo)==O 
darstellbar, die zur Geraden (3) orthogonale Gerade durch den 
Punkt (xo I Yo) aber durch: 
(6) bx - ay = bxo- ayo oder b(x-xo) - a(y-yo) = O. 
§ 12. Ausdruok des Dreieokainhalts in den Eoken-
koordinaten. 
Bei Gebrauch f'edJtwinkliger Koordinaten seien (XI! Yt), (x., y,), 
(:!:al Ya) drei nicht in einl.'r Geraden liegende Punkte; sie bilden ein 
Dreieck I dessen von 0 verschiedener Inhalt durch J bezeichnet 
werde. Als "Grundlinie" des Dreiecks betrachten wir die Verbin-
dungsstrecke von (XI! Yt) und (Xs, y,), deren Länge g durch: 
g .... + Y(xt - Xs)' + (Yt- y,)' 
, ' 
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gegeben ist (2) S. 7). Die zugehörige Höhe h ist der Abstand 
der "Spitze" (xs ' Ya) von der durch (4) S. 15 darstellbaren Grund-
linie, so daß nach (1) § 10: 
" = I xa (!I, - !ll) + !la (XI - x,) - (XI y, - x, YI) I 
+ y(xI - x,)'+ (YI - y,)' 
gilt. Für den doppelten Inhalt 2J = gk folgt: 
(1) ± 2J- (x1 y,-X'Yl) + (x,Ys-xsY,) + (ZaY1-XIY')' 
Zur Bestimmung des Vorzeichens nehmen wir eine stetige Ver-
schiebung des Dreiecks ohne Gestaltänderung desselben in der 
Ebene vor. Hierbei wird sich J und 
damit der absolute Betrag der rechten 
Seite von (1) nicht ändern. Die in (1) 
rechts stehende Zahl kann aber auch 
keinen Zeichenwechsel erfahren, da sie 
+ ° ist und also ein Zeichenwechsel 
eine unstetige Wenänderung wäre, die 
bei stetiger Abänderung der Koordi-
naten ausgeschlossen ist. Bei der Ver-
schiebung bleibt demnach der in (1) 1"1Jf, 19, 
rechts litehende Wen konstant. 
Wir vIJrschieben jetzt (x., !1ft) naeh dem Nullpunktl1 () und 
(x" y,) auf die positive x-Achse. Dann gilt x! > 0, P, = 0, 
xa - 0, Ya - 0, und in: 
(2) ± 2J = - X,!1t 
gilt zufolge der vorausgesandten Überlegung links dasselbe Vor-
zeichen wie in (1). Da aber Xi > ° ist, so gilt in (2) das obere 
oder untere Zeichen, je nachdem die von 0 verschiedene Zahl !/I 
negativ oder positiv ist. Diese Fallunterscheidung läßt sich durch 
eine Regel bezeichnen, die bei der Verschiebung des Dreieeks sich 
als unveränderlich gültig erweist (Fig. 19): In der für den dop-
pelten Dreiecksinhalt aufgesteUten Gleichung (1) gilt das obrre odrr 
tmtere Zeichen, je nachdem man beim Umlauf um das Dreieck t'on 
(Xl' Yl) über (x" y,) nach (xa, !/s) die Plliche des J)YI'ie.ck.~ zur 
linken oder rechten Hand hat. 
§ 13. Bedingung für drei duroh einen Punkt laufende 
Gerade. 
Zwei Gerade GI und G, seien in einem beliebigen kartesischen 
Koordinatensystem durch: 
(1) a,x + b,y - cj = 0, (.-1,2) 
gegeben. Zur Abkürzung bezeichne man die linke Seite der Glei-
chung (1) als "Funktion" von x und Y durch f,(x, y). Mit Hilfe 
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zweier endlicher, nicht zugleich verschwindender Multiplikatoren 
1»1' ~ ~telle man aus den Gleichungen (1) die neue Gleichung: 
(2) m1, (l(X, y) + ms' (I (x, y) 
= (m1 a,. + mjlall) x + (m1 b1 + mjb,l)y - (mt ct + m!cjl) = 0 
her, die, falls die Koeffizienten von x und y nicht zugleich ver-
schwinden, wieder eine Gerade darstellt, 
Sind erstlich Gt und G, nicht parallel, so können für kein 
Paar 1»t, 1»2 die Gleichungen: 
(3) m1 a1 + 1»,Ias= 0, m1 b1 + m2 bs = 0 
zugleich bestehen. Aus (3) würde dmlich durch Kombination 
leicht: 
m1 (al bll - all b1) = 0, mll (a1 bs - all b1) = 0 
folgen, so daß, da a1 bll - all b1 =+= 0 gilt (S. 18), entgegen der Vor-
schrift m1 und m2 zugleich verschwinden würden. Die Gleichung (2) 
stellt demnach jetzt für jedes Paar m1 , ~ eine Gerade dar. Diese 
Gerade läuft durch den Schnittpunkt S von G1 und G'j hindurch, 
da für dessen Koordinaten ti (x, y) und {,(x, y) zugleich verschwin-
den und also die Gleichung (2) erfüllt ist, Irgendeine Gerade 
durch S können wir durch die Forderung festlegen, d~ß sie durch 
den von S verschiedenen Punkt (xo' Yo) hindurchlaufen solle. Diese 
Gerade aber gewinnen wir in (2) durch die Auswahl m1 = (»(:;Co, !Jo) 
m2 = - f1 (xo' !Jo)' zweier Multiplikatoren, die nicht beide gleich ° 
sein könmm, da fl(x, y) und (I (x, y) nur für die Koordinaten 
von S zugleich verschwinden. Die durch (2) dargestellte Gerade 
läuft demnach stets durch den Schnittpunkt von G1 und Gll hin-
durch, und jede durch diesetl Punkt laufende Gerade i1!t in der Ge-
stalt (2) darstellbar. 
Sind zweitens G1 und GJ parallel und voneinander verschieden. 
so gilt a1 bj = a,l b1 • Man kann dann in jedem Falle eine endliche, 
nicht-verschwindende Zahl a angeben, welche die Bedingungen: 
(4) t; = aat , bl! = abu cl! + aCt 
befriedigt, und zwar die Ungleichung deshalb, weil GI und G, 
nicht zusammenfallen sollten. Gleichung (2) nimmt jetzt die 
Form an: 
(5) (m1 + am2) at x + (mt + am,)bl ll - (m1 ct + mtet) = O. 
Vermeiden wir demnach Multiplikatoren, die die Gleichung 
m1 + am» - 0 oder m1 : ~ "'" - a 
erfüllen, so ist in (5) wieder eine Gerade und zwar eine zu Gt u~d G, parallele Gerade dargestellt, VOn der wir auch sagen können, 
sae laufe durch den unendlich fernen Schnittpunkt von G 1 und G,. 
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Irgendeine zu GI und G, parallele Gerade können wir wieder durch 
die Forderung festlegen, daß sie durch den endlicben Punkt (xo,Yo) 
hindurchlaufe. Durch die Wahl m1 = {,(xo, Yo), m, = - (1 (xo' Yo) 
wird diese Gerade gewonnen. Diese '"1' m, gehören nicht zu den 
ausgeschlossenen Multiplikatoren, die m1 + am, =- 0 befriedigen; 
denn es würde sonst mit Rücksicht auf die heiden Gleichungen (4): 
ml + am, =' f,(xo, Yo) - afi (xo' Yo) .... deI - Cf = 0 
im Widerstreit zur Ungleichung (4) folgen. Der {a,· zwei sich 
schneidende Gerade aufgestellte Satz gilt demnach unter Zul.assung 
eines unendlich fernen Schnittpunktes 8 auch im FaUe zweier von-
eiMnder verschiedenen parallelen Geraden GI' G,. 
Man kann daraufhin leicht eine Bedingung ableiten, die dafür 
charakteristisch ist, daß drei verschiedene Gerade GlI G" Gs durch 
einen und denselben Punkt hin durchlaufen. Die Geraden seien 
durch drei Gleichungen ~(x, y) - 0, Ci - 1,2,3) gegeben. Da 
aber Gs durch den Schnittpunkt von GI und G, hindurchlaufen 
soll, so muß Gs auch durch eine Gleichung der Gestalt (2) dar-
stellbar RAin. ~ ach S. 14 (Schlußsatz von § H) muß es demnach 
einf'll pndlichell, nicht-verschwind!1Dden Faktor (-' ms) derart geben, 
(laß nls ' (3(r, y) mit. der linken Seite der Gs darstellenden Glei-
<'hullg (2) identisch ist. Es beshlht also die Gleichung: 
(6) 111 1 ' fl(X, y) + m2' f2(x, y) + ms · fs(x, y) - 0 
identisch, d. h. für alle Wertepaare x, y. Übrigens ist auch keiner 
der Faktoren m1 , 1n, gleich 0; denn wäre etwa m, gleich 0, 80 
würden fl(l', y) und ts(x, y) bis auf einen Faktor identisch sein 
und also GI und Gs• der Annahme entgegen, zusammenfallen. Da 
endlich aus (6) auch umgekehrt folgt, daß Ga statt durch fs (x, '!J) = 0 
auch durch 111 1 • f i (x, y) + m,· f,(x, '!J) """ 0 darstellbar ist, so gilt 
der Satz: Drei durrh die GleichUtlgen t;(x,!I) = 0 gl'gebme, tIOft-
einandC1· t'l.'rschit:dcne Gerade laufen stets und nur dann durch einen 
P1Inkt, tamz es drei ron 0 verschiedene Zahlen m, derart gibt, daß 
die Gleichung (6) eine identische ist. 
Als Beispiel betrachten wir die Mit.tellinien ('in es durch seine 
:Ecken (xp Yl), (x" y,), (xs, '!Js) festgelegten Dreiecks. Da die zur 
ersten Ecke gehörende Mittellinie durch die Punkte (XI \ Yl) und 
(~-1--X.~-, ~tJt!.) hindurchlAuft ((9) S. 9), 80 ist ihre Gleichung 
nach (4) S. 15: 
x (!L~ ~! - YI) + '!J (Xl - ~q ~) 
- (X:! YI ~ Ye - Yl X, ~ 11:,) - o. 
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Nach Multiplikation mit t finden wir unter Benutzung der Ab 
kürzung: 
(7) 
die erste der drei folgenden Gleichungen: 
X(Yo-'!h) + y(x1-XO) - (x1Yo- Y1 XO) = 0, 
x(Yo-Ys) + y(xJ-xo) - (X,YO-YIXO) = 0, 
x(Yo- Ys) + y(xa- xo) - (xsYo- Yaxo) = 0, 
während die zweite und dritte Gleichung entsprechend die beiden 
anderen Mittellinien darstellen. Durch Addition dieser drei Glei-
chungen entsteht zu folge (7) eine identische Gleichung. Die drei 
Mittellinien schneiden sich also in einem und demselben Punktr, 
dem Schwerpunkte des Dreiecks, dessen Koordinaten übrigens die 
in (7) berechneten xo' Yo sind. 
§ 14. Gleichung des Kreises in rechtwinkligen 
Koordina.ten. 
Um bei Gebrauch rechtwinkliger Koordinaten einen Kreis (d. i. 
eine Kreislinie) vom Radius ~ und vom Mittelpunkt (a, fJ) durch 
eine Gleichung darzustellen, beachte man, daß der Kreis aus der 
Gesamtheit der Punkte (x, y) besteht, die vom Punkt.e (a, ß) den 
Abstand ~ haben. Aus (2) S. 7 folgt unmittelbar: Die Gleichung 
des Kreises mit dem Radius ~ und dem Mittelpunkte (a, ß) ist in 
rechtwinkligen Koordinaten: 
(1) (x-a)'+ (y-ß)I= ~J 
und also, wenn der Mittelpunkt insbcsondere der Nullpunkt 0 ist: 
(2) 
so daß der Kreis eu den "algebraischen Kurven eweiten Grades" 
gehört. 
Die Gleichung (1) kann man durch Lösen dcr Klammern und 
Ordnen der Glieder in die Gestalt setzen: 
(3) x l + yt+ 2ax + 2by + c = 0, 
wobei also: 
(4) a=-a, b=-{J, c=at +ß'-(l3 
ist. Jede Gleichung (3) mit beliebigen Koeffieienten a, b und einem 
nur der Bedingung: 
(5) c<at+b
' 
genagtnden Koeffieienten c stellt einen Kreis dar, ndWich, denjmigen 
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vom Radius + Va' + bT= c und dl'm Mittelpunkte (- a, - b)-
Gleichung (1) möge die "erste", Gleichung (3) die "zweite" Kreis-
gleichung genannt werden. 
§ 15. Darstellung der Kreistangenten. 
Der Mittelpunkt des Kreises werde zum Nullpunkt des recht-
winkligen Systems und zugleich zum Pol eines Polarkoordinaten-
systems gewählt, dessen Achse die po-
sitive x-Achse ist. Das Lot von 0 auf 
eine Kreistangente hat den Berührungs-
punkt der letzteren zum Fußpunkte 
(Fig. 20). Sind die Pvlarkoordinaten 
dieses Fußpunktes q, Ci, so ist die vierte A 
Normalgleichung (5) S. 16 der Tan-
gente: 
X cos Ci + Y sin a - q. 
F'dgen wir den Faktor (I hinzu, so sind 
FI,I.IO. 
die links auftretenden Koeffizienten (I cos Ci, (I sin a die recht-
winkligen Koordina.ten des Berührungspunktes, die 11, V genannt 
werdf'n mögen: Die Tangrntc dfS Krt'ises (2) ~ 14 mit drm Be-
t-ührungspunktc (u, v) hat die Gleichung: 
(1) xu + YV = (I'. 
Nimmt man eine Translation der Achsen nach dem Punkte 
(- a, - (J) als neuem Nullpunkte vor, so ist nach (1) 8. 5 zu 
setzen x == x' - a, y - y' -- {J, unter x', y' die neuen Koordinaten 
verstanden; insbesondere gilt für die neuen Koordinaten ,/, v' des 
Berührungspunktes u - u' - Ci, V - v'·- (J, und die Gleichung 
des Kreises gewinnt im neuen System die Gestalt (1) S. 22. Aus 
(1) folgt unter Fortlassung der Indizes: Die Tangente de.~ Kreises (1) 
S. 22 mit drm Berührungspunkte (u, v) hat die Gleichung: 
(2) (x - a)(u - a) + (y - ß)(v - ß) - (I'. 
§ 16. Pol und Polare in bellug auf einen Krei •. 
Der Kreis (2) § 14 heiße kurz K. Neben rechtwinkligen Koordi-
naten behalten wir die Polarkoordinaten von § 15 bei. Ein von 0 
verschiedener Punkt (u, v) liefert eine durch: 
(1) xu+yv-f/' 
dargestellte, dem Punkte eindeutig zugeordnete Gerade, welche oll 
,,Polare" des Punktes Cu, v) tn buug auf den Kreis K beleich"tt 
wird. Umgfkkrl heipt (u, tI) de.r "PoJ" der Geraden (1) in baug 
Pol und Polare in bezug auf einen Kreis 
auf K, so daß eine beliebige, nicht durch 0 laufende Gerade 
(
a(ll b(l') 
ax + by = c den Pol c' c hat. 
Sind r = + Vu2 + v2-'und a die Polarkoordinaten von (u, v), 
so ist die vierte Normalgleichung der Polare (S. 16): 
u v . (l!, 
X - + y - = x cos a + y sm Ct = - = r . 
r r r 
Das Lot ,.' von 0 auf die Polare berechnet sich somit aus: 
(2) r r' = (12 
und bat dieselbe Amplitude Ct wie der Pol (u, v). 
Um demnach für einen in K gelegenen Punkt P die Polare zu 
konstruieren (Fig. 21), zeichne man durch P die zu 0 P senk-
rechte Sehne B B' und bringe die 
Tangente des Berührungspunktes B 
mit der Verlängerung von OP in p' 
zum Schnitt. Hier verläuft die Po-
lare p' C von P senkrecht zu OP'. 
Es gilt nämlich: 
O~p· Op' = (TJi 2 
Flif. '1. 
in Übereinstimmung mit (2), so daß 
P' der Punkt (r, a) ist. Für einen 
außerbalb K gelegenen Punkt p' ist die Polare einfach die Ge-
rade durch die Berührungspunkte B, B' der von p' an K lau-
fenden Tangenten. Für einen Punkt P auf K ist die Polare natür-
lich mit der Tangente des Berührungspunktes P identisch. Die 
Konstruktion des Poles für eine nicht durch 0 laufende Gera.de 
ergibt sich hiera.us von selbst 1). 
Man beachte noch folgenden "Reziprozitätssatz": Liegt der 
Punkt (u1' Vt) auf der Polare des Punktes (u, v), so liegt auch um-
gekehrt der Punkt (u, v) auf der Polare von (ul' v1). Wird nämlich 
die Gleichung (1) durch (u., v1) befriedigt, d. h. gilt u. u + vj v = (?', 
so heißt dies eben auch unmittelbar, daß der Punkt (u, v) die 
Gleichung x~ + YVI -= ()' befriedigt. Beschreibt also (ull v1) die 
Polare von (u, v), so dreht sich die Polare von (u1 , v1) um den 
Punkt (u, v). 
1) Rückt P in den Mittelpunkt 0 von K, 80 wandert die Polare 
P' 0 ins Unendliche; man sagt, die Polare des Mittelpunktes 0 lei 
die "unendlich ferne Gerade" der Ebene. Wandert P' in der Rich-
tung OP' der Fig.21 ins Unendliche, so wird die zugehörige Polare 
schließlich den zu 0 P' lenkrechten Durchme8ser von K erreichen. 
. 
t 
~ 
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§ 17. Inversion an einem Kreise. 
Wir behalten die Koordinatensysteme und den Kreis K aus § 16 
bei. Z/Cei Punkte P, p' gleicher Amplituden, deren Radienvektoren 
", r' die Gleichung: 
(1) r· r' = ,,s 
befriedigen (z. B. die Punkte P und p' in Fig. 21), heißen beeüg-
lich K einander "invers", oder man sagt, sie gehen dU/'eh "Inver-
sion" 1) am Kreise K ineinander über. Beschreibt P eine Kurve, so 
beschreibt P' die "bezüglich K inverse Kurve". 
Durch die Gleichung: 
(2) a(x2+ y!) + 2bx + 2cy + d = 0 
kann man die Kreise und die Geraden der Ebene zusammen-
fassrnd darstellen, nämlich die Kreise fllr a + 0 und die Geraden 
für a = O. Beschreibt P die Kurve (2), deren Gleichung in Polar-
koordinaten : 
al'! -+- 2r(1i COR.fr + e sin {~) -+- d - 0 
ist, HO folgt durch :'Illll1iplil;atioll mit ,./1 hf~i IWcksicht. auf (1) 
aJ, (;l,·j,·hllllg für die J\oordllJlltpn r', {t von I"~: 
dr'2+ :!"'{!~(l)cos.fr+esill.fr) +- a{!4~- 0 
oder auf die frchtwinkligen Koordinaten x', y' von]" umgerechnet: 
(3) d(x'2+ !/') + 2 {!2bx' + 2{!!cy' + a{!' = O. 
Dies ist wieder die Glpichung eines Kreises bzw. für d = 0 die-
jenige einer Geraden. Indem man auf die besonderen Fälle a - 0 
und d = 0 gleich Rücksicht nimmt, 
folgt: Ein nicht durch 0 laufender 
Kreis inrertirrt sich an K u:if'der in 
cinrn Kreis, drr glcicllf/llis nieht durch 
o läuft; ein Kreis durch 0 ergibt bei 
der Inversion eine nicld durch 0 lau- .d 
fende Gerade l1nd umgekehrt, wäh-
rend endlich eine Gerade d1Urh 0 in 
sich sclb8t übergeht. So sind z. B. in 
bezug auf den in Fig. 22 stark aus- 1"111. H. 
gezogenen Kreis K die rechter Hand 
zur Polarachse srnkreeht verlaufende Gerade und der innerhalb K 
gezeichnete Kreis invrrs. 
1) oder "Spiegelung" an K oder durch "Traneformation vermöge 
reziproker &dien". 
26 Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis 
§ 18. Potenz, Potenzlinie und Potenzp~~t bei lCreisen. 
Ein Kreis K sei durch seine "erste" oder "",weite" (Heichung, 
(1) oder (3) S. 22, geg€ben. Ist (xo' '!Jo) irgendeül Punkt der Ebene, 
80 heißt der Zablwert: 
p (xo, Yo) = (xo - a)' + (Yo ""- P)! - t' 
= xo
l + Yo' + 2 axo + 2 byo + c 
(1) 
cUe "Potenz" des Punktes (xo, Yo) in bezug aUf tJen Krei8 X. Da. (xo - cx)2 + (!lo - (J)' das Quadrat der Entfernl1ng des Punktes 
(xo, '!Jo) vom Mittelpunkt (a, ß) ist, so ist 1J (%0 , Yo) :> 0, """ 0 
oder< 0, je nachdem (x01 Yo) auBerhalb X, Sollf J( oder in J{ ge-
legen ist. Aus den Figuren 23 und 24 geht h~~or: uegt (Xo,'!Jo) 
lI'lg. 'So li't,.. '4. 
aufJerhalb X, so ist p(xo,'!Jo) die E'II:eite PotenE t· tJ'7 "tangenten, 
Zlinge" t von (xo' yo) an K , wenn wir hierunter tJte Strecke (Juf 
einer der beiden Tangenten von (xo' '!Jo) an K, DttnesSen von (xo' !lo) 
bis .um Berührungspunkte B, verstehen; liegt (x\'), '/jo) in Ji.., so ist 
I P (xo• '!Jo) I die .weite Poten. der halben Sehne I die durcft (xo, !Jo) 
,um Durchmesser dieses Punktes senkrecht verlä'!({t. 
Sind zwei nicht-konzentrische Kreise Kl und I{, dlU'ch: 
{
X' + y' + 2 ~ x + 2 b1 Y + Cl ..... 0, 
(2) x'+y'+ 2a,x+ 2b,y+ c,,,,,,0 
g~geben, 80 bezeichnen wir die Potenzen von (X01 YO) in beZUg auf 
Xl und K I durch Pl (xo, Yo) und PI (xo' yo)· Der geOllletriSChe ort 
aller Punkte (X01 110) mit gleichen Potenzen PI (:to'yo), pj (X01Yo) 
beißt die "Potenzlinie" 1) des Kreispaares Kl , Ki • Die Gleichung 
der Potenzlinie ist: 
Pl (xo.lIo) - P, (3:0,110) -- 0 
oder mit Rücksicht auf (2) bei Fortlassung det unteren Jp-
dizes 0: 
(8) 2 (a1 -a,)x + 2 (bl-bl )" + (Ct -c,)". O. 
1) auch "Cbordale" oder .,Radikalachse" des Kr6i.r"'res gtlbauDt 
Pot.enzlinie eine8 Kreia}lI\a.re8 27 
Die Potenzlinie des Krri,<paares K1 , K, ist dcmnach eint' GC1'lldc. 
Die Zentrale beider Kreise hat als Gerade durch die Mittelpunkte 
(- ap - b1), (- a" - b,) die Gleichung «(4) S. 15): 
x (bi -- b'j) + y (a, - 01) - (al b, - a~bl) = O. 
Nach S. 18 folgt: Die Potenzlinie von K 1 und K, t'erläuft senk-
recht eur Zentrale. Da. aUS dem Bestehen zweier unter den t'rei 
Gleichungen (2), (3) die Gültigkeit der dritten folgt, so ergibt 
sich: Schneiden sich EI und X" so ist die Potenzlinie die VCl'bin-
dungsgerade ihrer Schnittpunkte; berühren sich die Kreise, so ist 
die Potenelinie ihre gemeinsame Tangente,. haben K1 und K, keinen 
Punkt gemein, so verläuft die Potenzlinie aufJcrhalb bcider Kreise 
und zieht (wie man gleich sehen wird) eU'ischen ihnen durch. 
Die Potenzlinie kann, insoweit sie 
außerhalb von 11.1 und 11., verläuft, auch 
als geometrischer Ort aller Punkte (xo, 'Yo) 
mit gleichen Tan.qentenllin,qen t an Xl 
und X, erklärt werden. I) Ein Kreis des 
Badius t um den Mittelpunkt (xo, Yo) 
schneidet r)pJT\naeh K I I1nd Ky 11111 pr J'(Jch-
wm WinhJ und hf'ißt uit'sf'rhaJb rin p(" 
mrinSllmcr ,.Urtho.qotmlknis" von}(l und 
K, (Fig. 2;») . .1lan !/clang/ HO zu, al/"tl [IC-
mein samen ()rlhogonalheiscn ran K 1 und 
FII!. ,~). 
--' ) 
E, j denn jeder solche Kreis liefert in seinem Mittelpunkte einen 
Punkt gleicher Tangentenlängen an Xl und K,. 
Es sei jetzt ein dritter weder mit K 1 noch mit X, konzentrischer 
Kreis Es durch: 
(4) Xi + y' + 2 a8 X + 2 bs y + ca "'" 0 
gegeben. Wir können aus 11.1 , Xi' Ks drei Kreispaare herausgrei-
fen, deren drei zugehörige potenzlinien durch die Gleichungen 
dargestellt sind: 
2 (al - a,) x + 2 (bI - b,) 'Y + (CI - 0,) = 0, 
2 (Os - as) x + 2 (b, - b8 ) Y + (c, - es) = 0, 
2(a~-a,)x + 2(ba-b1)y + (CS'-cI) = o. 
Durch Addition dieser drei Gleichungen ergibt sich eine ident.ische 
Gleichung. Hiera.us folgt, daß, wenn zwei unter den drei Potenz-
linien zusammenfallen (§ 19), auch die dritte mit ihnen zusam-
menfällt. Liegt dieser besondere Fall nicht vor, so sind die drei 
Potenelinien drei t'erschiedene Gerade, die nach einem S. 21 auf-
1) Hieraus gebt hervor, daß im dritten der eben unter.chiedeul'>u 
FlLlle die Potenzlinie ItDi8cMn Xl und X. v'3r1/Lnft, 
TeubneTl Leltfld .. : Fricke, AnaJyt Geometrie, •. Allft. 8 
Potenzpunkt eines Kreistripels 
gestlWen Satze durch "einen" Pllnkt P laufen, deli man als ,.Poten;;-
punkt" 1) des Kreistripcls K I, J{2' Ks bezciclmct. 
BetrefJs der IJage des 
K 1 Potenzpunktes r sind drei 
Fig 26. 
Pi!!. 27. 
Fig. !8. 
1) a.uch "Ra.dika.lzentrum" genannt. 
yerschiedellc, durch die 
Figuren 26 ff. erläuterte 
:Fälle möglich, je nachdem 
der gemeinsame '\Ted der 
Potenzen des Punktes P 
in bezug auf die drei 
Kreise < 0, = 0 oder 
> 0 ist. Im ersten Falle 
liegt der Potenzpunkt P 
innerhalb jedes Kreises X; 
im zweiten Falle laufen 
die drei Kreise durch 
fincn Punkt, der dann 
zugleich der Potenzpunkt 
ist; im dritten Falle liegt 
P außerhalb jedes Krei-
ses. Im letzten Falle ist 
P ein Punkt gleioher 
Tangentenlänge t> 0 für 
alle drei Kreise, und der 
Kreis des Radius t um 
den Mittelpunkt P wird 
gemeinsamer Orthogonal-
kreis für K 1 , K 2 , K s 
(in Fig. 28 stark aus-
gezogen). 
§ 19. Konjugierte 
Kreisscharen. 
Wie in § 18 seien 
K 1 und K 2 zwei nicht-
konzentrische Kreise 11) 
der Gleichungen (2) 
S. 26. Mit Hilfe zweier 
endlicher, nicht zu-
2) Sind K I und K, konzentrisch, so gestalten sich die Entwick-
lungen des Textes sehr einfsch: Die beiden konjugierten Kreisschsren 
bestehen aus dem System aller mit K I und K, konzentrischen Kreise 
und dem 8y~tem aller Geraden durch den gemeinsamen Mittelpunkt. 
Man wolle hierauf im Laufe der überlegung des § 19 wiederholt zu· 
rückkommen. 
Einzelne KreisRcha.r 
gleich ver~ehwiudellller ~lultiplikator(,Il 111 1 , m~ komhiniern 
die Gleichungen von K I und X 2 zu: 
(mi +m2) (X!+!/~) -t- 2(111 1 11 1 +mt{/:h (1) 
+ 2 (mi bl + 1112 bz) ,11 + (mi Cl + III f C2) c., () 
man 
Ersetzen wir m1 , m, dunoh zwei ihnen proportionale ?tlultiplika-
toren amt, Cim2 , so wird durch die entstehende Gleichung keine 
andere Kurve dargestelit als durch (1), Zwei solche Gleichungen 
sind also nicht als wesentlich verschieden anzusehen, Indessen 
haben wir noch den "I'infllcll" unl'11dlich l'iclcn lITer/rn des 4'uu-
tienten m1 : mz elitspre,.}/CIuZ einfach unC/idlich viele u'esentlich ver-
schiedene Gleid/Ull[lt:n (1). 
Für m1 + 1112 = 0 und also m1 : mll = - 1 erhält man als ('in-
zige im Ansatze \.1) enthaltene Gerade die Potenzlinie von K I unu 
K,. Für m 1 + 1n2 =+= 0 wird durch (1), sofern die der Ungleichung 
(5) S. 22 entsprechende Bedingung durell die Koefiizielllt'll von 
(1) erfüllt wird, stets ein Krr.is dargestdlt. Das Systelll [.ller 
durch den Ansatz (1) geliefl·rt.(,11 Kreise, \lnt.er Einschluß tIm' "hpil 
genannten l'ojpnzli!lil', als "ines" I\f .. is.,s Illit. UllPlldli.-l1 grul.l'·llI 
Radius", l,,·/,·i,·hTII·n wIr ab f·illP .. !I'l't iss/·hlll···. 
\im du' (;,"tall tIpr I\l'.·issdmr festzllslllllfHI, fühl'f'lI wir 1l1'116 
!\"ofdinalpll:lf'h,,-pl! .·in. ind"lJI wir dip '!,"!ltral" von K I lind K! 
lll, .r· A..lI'" lind ihn' l'oj,·IlI.hni .. nls ?I Achse wilhl,'n, j);UIlI gdt 
11 1 =~ (), /;, 11 und ('1 ,-~ {'2' so daß wir hei dpli ('I' 1'2 dip Ilntl'r' 
sclwi,lnn,i(,!l Indizps fortlassen kiillllen. Für 1Il 1 -I- m! i' () kann 
man (,1) i!l dif) Grstalt kleidp!l: 
2 + 2 + 2 111, a. + m, a, + _ () x y X c-- . 
111\ +111, 
Setzt man zur Abkürzung: 
m\ a\ + 111, (1, d I . ( ) . ( ) 
., + = (I. un a S(, m1 • m2 = f.I - (1, • (11 - (1., , m, m, 
SO entspricht jedem von - 1 vrrschiedenen Quotientt'n 1111 : tn!, 
unter Einschluß des Wertes 00, d. i. des Falles m j = 0, riu <lin-
deutig bestimmter endlicher W rrt f.I, und jedes f)ndliclH' (I. Ji,'ft'rt 
einen eindeutig bestimmten, von - 1 versehilldrnen 'Wert des (luo-
tienten m1 : m~. Die Kreisschar bestrht. nebpn der y -Achsp I Po-
tenzlinie) aus allrn durch: 
(2) x 2 + y! + 2 /Lx + I' = 0 oder (x + f.4)! + y! = (1l- 2 - I') 
mit endlichen W rrt.en f.4 darstellbaren Kreisen; f.4 heißt dpr .. Hlm-
meler" der Gleichung (2). Die Werte (I. = 01 und ~ ]jl'fern ins-
besondere die K rllise K 1 und Ki , von denen wir au~g1n!Zpn. 
Ist nun ersUicb c< 0, so ,~et;t sich dir K,.ei.~scha,. all,~ allen 
Kreisen eusammrn, wckh" durch die lipiden Punkte (0, ± y - c) 
30 Konjugierte .Kreisscharen 
der y-Achse hiniJurchlaufen (stark ausgezogene Kreise der Fig. 29). 
Jeder Kreis (2) hat mit K 1 die 'li-Achse 'Zur Potenzlinie. Nach 
S. 27 hat somit jeder außerhalb der Kreise (2) gelegene Punkt 
der 'li-Achse, d. h. jeder Punkt (0, p.') mit 1,..,' 1 > + V c, gleiche 
Fill'. 29. 
Tangentenlänge t > 0 
für alle Kreise der Schar. 
Dabei berechnet sich , 
aus ,.,,' bei Gebrauch dea 
zu ,." = 0 gehörenden 
Kreises (2) leicht zU 
t = y,..,' 11 -+ c. Hiernach 
ist der Punkt (0, ,..,') mit 
1,..,'1> + y c Mittel-
punkt eines gegen alle 
Kreise der Schar (2) or-
thogonal verlaufenden 
Kreises, dessen Glei-
chung: 
(3) x'l+(y_p.')2_(,..,'i+ C) oder x'+y'-2,..,'y-c-O 
ist. Einige dieser Orthogonalkreise sind in Fig. 29 angedeutet. 
Dreht man die Koordinatenachsen um 0 durch drei rechte Win-
kel, so ist, wenn x', y' die neuen Koordinaten sind, nach (I) S. 6 
zu setzen x - y' und y = - x'. Schreiben wir noch - c - c', 80 
ist die Gleichung (3) der fraglichen Orthogonalkreise: 
(4) x'» + y'l + 2,..,' x' + c' - 0, 
PI,. 80. 
und hier gi1 talsdann 
c'>O. 
Da in (4) die Glei-
chung (2) wiederge-
Wonnen ist, so erledigt 
sich der zweite Fall, 
daß nämlich in (2) das 
Absolutglied c > 0 ist, 
von selbst: Die Kreis-
schar besteht dann eben 
aus allen Orthogonal-
kreisen einer Kreisschar 
der stierst besprochenen 
Art (Fig.29). Zwei in 
dieser Art einander orthogonale Kreisscharen bezeichnen wir als 
,,konjugierte" Krcisscharen. 
ht endlich a .... 0, SQ besteht die Schar (2) aus aUen Kreilen, 
wclche die 'li-Achse im Nullpunkte berühren. Ein einzelner Punkt 
Erklärung von Ellipse, Hyperbel und Parabel 31 
der y- Achse (0, 1') hat jetzt die Tangentenlii.nge t =- 11" I fOr a.lle 
Kreise der Schar; der Orthogonalkreis der Schar mit dem Mittel-
punkt (0, /,') ist somit, durch: 
x' + y2 - 2 /,' Y = 0 
dargestellt. Ihre Gesamtheit bildet die "konjugie1'te" Krcisschar, 
welche mit der ersten Schw' lwngruent ist und aus ihr vermöge einer 
Drehung der Ebene um 0 durch einen rechten Winkel hen'orgeht 
(Fig.30). 
Kap. Irr. Die Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln. 
§ 20, Erklärung und Zeichnung der Ellipse, Hyperbel 
und Parabel. 
F I und F t seien zwei verschiedene Punkte der Ebene, deren 
halbe Entfernung gleich e oder deren Entfernung 1<; P, = 2 e sei; 
außerdem sei eine von c verschiedene positive Zahl (l g~geben, Iat 
a> e, 80 gibt es in der Ebene Punkto P, für welche die St4mmt' 
der Abstände F I P und P, P von Pt und F i gl('ich 2 (l i.,(: 
(1) 
der geometriscJw Ort aller dil',~er Punkte P heißt "Rllip,,"", F! und 
1<; sind ihre "Brennpunkte"!), e ihre .,Execntt'ieitäf', Ist hingegcn 
a < e, RO gibt eS in 
der Ebene Punkte P, 
deren ~bstltnde F t P 
und FtPvonFlund P, 
um 2 a differieren '): 
(2) li~p-FtP: 
= 2 a; 
der geometrische Ort 
aller dieser Punkte J> 
heißt "Hyperbel"; 1\ 
und F, werden al." 
"Brennpu.nktc", e als 
"Exeentrizitltt" der 
Hyperbel beecichnet, 
L 
Q' 
FIIf· SI. 
Weiter sei eine gerade Linie L und ein nicbt auf ihr Iiegcndcr 
Punkt F gegeben. Dann gibt es in der Ebene Punkte 1', deren 
1) aucb "Fokal punkte" genannt und dicserbalb mit F b~zeichnet. 
2) In Gleichung (2) ist links der absolute Betrag genommen, damit 
lowohl PI P als F.P die größere Strecke scin kann. 
32 Zeichnung von Ellipse, Hyperbel und Para.bel 
Abstand von L gleich der Entfernttng F P vom Punkte F ist; der 
geometrische Ort aller dieser Punkte P heißt "Parabel", L "Leit-
linie" und F "Brennpltnkt" derselben. 
Um Punkte der Ellipse zu konstruieren, ziehe man um F I als 
Mittelpunkt den Kreis des Radius 2 a, der "Leitkreis" heiße und 
in Fig. 31 (8.31) mit L bezeichnet ist; wegen a> e liegt F2 in L. 
Man ziehe so dann die Verbindungsgerade von F2 nach irgendeinem 
Punkte Q von L, errichte im Mittelpunkt M auf derselben das 
Lot, auf welchem die durch F l und Q laufende Gerade einen Punkt 
P der Ellipse ausschneidet. Da nämlich F I Q = FIP + PQ = 2 a 
ist und offenbar FsP = PQ gilt, so genügt P der Gleichung (1). 
Führt man diese 
Konstruktion wieder-
holt durch (in der 
Fig. 31 ist noch ein 
zweiter Punkt P' 
konstruiert), so ge-
langt man zu dem 
in der Figur ange-
deuteten Bilde der 
Kurve. 
Die entsprechende 
Konstruktion von 
Punkten der Hyper-
bel ist in Fig. 32 aus-
geführt. Der "Leit.-
kreis" L ist wieder 
Fig. 82. der Kreis des Radius 
2 a um den Mittelpunkt F], außerhalb dessen jetzt F J liegt (zu-
folge a < e). Im übrigen ist die Konstruktion mit denselben 
L 
l1'ilr. as. 
Worten zu beschreiben wie bei der El-
lipse. Dabei macht es einen Unterschied 
aus, ob die Verbindungsgerade F j Q das 
Innere von L durchdringt oder außer-
halb bleibt. Im letzteren Falle (durch 
die Konstruktion des Punktes P in 
Fig. 32 versinnlicht) beweist man leicht 
F]P - Fj'P = 2a und gelangt duroh 
wiederholte Ausführuug der Konstruk-
tion zu dem rechts liegenden "Zweige" 
oder "Aste" der in der Fignr gezeich-
neten Hyperbel. Im ersteren Falle (B. den 
PllDkt p' der Figur) gilt F'p-F1P== 2a, und man wird zum 
links liegenden Hyperbelzweige geführt. 
Weichlingen der Ellipse IIn,1 FJYJlerl)f~r 
J)i(' Ic'llbllrechende Konstruktion der l'arabrl (Fig. ~{:1I ist lpicht 
verstiindlich; f/ l' ist hier als ein auf drr Lf'itgerad"lI I. .. rrirh-
tetes Lut zu erklären. 
Zusammenfassend bezeichnen wir die drei betraehtetell !\urY,'n 
hinfort als ,.Hegelscll11itte", da mall sie als ebene tkhnitte eint's 
\ 
geraden Kreiskegels ("Doppelkegels") 
erklären kann. Je nach der Neigung der 
Schnittebene gegen die Kegelachse ge-
langt man zu einer Ellipse, Parabel 
oder Hyperbel; die in Fig. 34 beige-
fügte Skizze erinnere an diese bekann-
ten Verhfiltnis~e.l) 
FIS·M. \ 
/ ': (E) ~ 21. Besondere Gleichungen für 
Ellipse, Hyperbel und Parabel. .~ _ (1') 
I ,', '," /" 
Zur ?~rstel1ung d~r Kegelschnitte "i/!! : /,,:".\ (S\.fIJJ durch (.!eIChullp-ell wu.hlrln wIr rrdd-  /'" .. , .\ 
win!;Ii,I/I' !\ot)rdiu;i/I'n, lIlId zwar lltuf(l ,...' .'. -c \ 
im Fall .. 111'1' Ellipse uud lIyp,'rbpl dw . ... _.J '\ \.
,r-Ach-,' durdl dil! Bnlnnl'lIl1ktol auf . 
lhr ",i () dor :-'lIttf'IPlITlkt d,,[ :-;lrpck!> --
PI F~. 1I11d dip positi"c .1'- Ar'hse 
P J , F 2 sind also dip Punkte (, 
Punkt 1', so gilt nach (2) R. 7: 
FIP = l\r + I'l + y2, 
lauCn ,]un'h F'j; dip Hrpn111>llllkt" 
1',0) und (+1',0) 1~1 I.r. /11 <1 .. 1' 
Zusammenfassend schreiben wir die Detinitionsgleichungen 1.1) \lnd 
(2) S. :11 für Ellipse und Hyperbel: 
U'II' ± 1'2]1)2 = 4a', 
wo das oben> Z('ichen dip Ellipse und das untere die Hyprrhpl 
liefert. In :r lind 7/ sehreiht sich diese Gleichung: 
(V(r+'0~-:-~!/~ : V(,I -- ';,)2 +- '.;/ 2/ .= ,l a2 
odf'r nach Ansrecbnullg dps t,luadratrs 1111'] j)i\'i~i()n durch .). 
1) Um die Parabel (1') ulld lIyp!'rbel (lT) voJl~t.ii,ndig ZII g'cwinlH>n. 
hat man sich natürlich den Kegel nach unten und oben unbegrenzt 
zu denken. 
84 Gleichungen der Kegelschnitte 
Durch Quadrieren und Fortlassen überflüssiger Glieder und Fa.k-
toren ergibt sich bei geeigneter Anordnung der Glieder: 
(1) (a! ~ el)x2 + aSyl = a l (all - el). 
Je nachdem die Ellipse oder Hyperbel vorliegt, ist a > e oder 
a < ei um dies Euro Ausdruck zu bringen, schreiben wir: 
{ 
a' - eS =-= + bll für die Ellipse, 
(2) a' _ eil == _ b'i für die Hyperoel. 
Durch Teilung der Gleichung (1) mit a'· bll bzw. - a ll • bll folgt: 
In bezug auf die gewählten besonderen Koordinatenachsen sincl eHe 
Glieichungen von Ellipse und Hyperbel: 
(3) 
Bei der Parabel möge das Lot von F a.uf L die Länge p ha.ben. 
Der Mittelpunkt dieses Lotes sei der Nullpunkt 0; das Lot selbst 
liefere die x-Achse, und die positive x-Achse laufe durch F. Die 
y-Achse des rechtwinkligen Systems läuft dann parallel zur Leit-
linie im Abstande t p. Da F der Punkt (t p, 0) ist, so gilt 
(Fig. 33): 
FP=- V(x tp)'+ y', PQ ... x + tp, 
und die Definitionsgleichung FP = P-Q der Parabel wird in te, y: 
V (x - t p)'1 + y' = x + t p . 
Durch Quadrieren und zweckmäßige Anordnung der Glieder folgt: 
In dem gewählten besonderen Koordinatensystem ist die Gleichtmg 
der Parabel: 
(4) yll == 2px. 
Aus (3) und (4) folgt: .Die drei Kegelschnitte, EUipse, Hgperbel 
und Parabel sind algebraische Kurven eweiten Grades (S. 12). 
Von den Gleichungen (3) und (4) aus gelangt man zu den im 
vorigen Paragraphen gezeichneten Gestalten der Kurven zurück, 
indem man nach y auflöst: 
(5) y-±: va'-ai, y=±! yxt_all , y=±Y2pte 
und rur die einzelnen x die zugehörigen 11 aufträgt. Um reelle 11 
zu bekommen, ist bei der Ellipse I x I <a, bei der Hyperbel 
I x I ~ a und bei der Parabel x :? 0 zu nehmen. Da jede der Glei-
chungen (8) und (4) mit (x,y) auch durch (x, -y) befriedigt wird, 
80 ist aie x-.Achse eine Symmetrieachse für unsere Kurven j dagegef 
Erkillrungen und Benennungen bei den Kegelschnitten 86 
ist die y-Achse nur für die Ellipse lmd Hyperbel eine Symmetrie-
achse. Da die Gleichungen (3) mit (x, y) auch durch den bezüg-
lich 0 diametralen Punkt (- x, - y) befriedigt werden, so ge-
hört mit jedem Punkte P der Ellipse und Hyperbel auch der be-
züglich 0 diametrale Punkt p' der Kurve an: Die durch 0 halo 
bierte Sehne pp' heijJt "Durchmesser" (Diameter) der Kurve, ihre 
beiden durch 0 abgetrennten Hälften "Halo/nesser" (Radien) und 
o "Mittelpunkt" der Kurve. Die Parabel bt keinen Mittelpunkt 
(s. hier überall die Figuren 35ff.). . 
Bei der Ellipse heißen die auf den Koordinatenachsen gelege. 
nen Durchmesser "Hauptachsen". Insbesondere heißt der auf der 
PlI!. 8~. 
x- Achse gelegene Durchmesser der Länge 2 a die n.qrojJe Achse", 
der auf der y-Achse gelegene Durchmesser der Länge 2 b die 
"kleine Achse"; a und b selbst sind die große und kleine "Halb-
achse". Die Endpunkte der Hauptachsen heißen "Scheitelpunkte" 
der Ellipse, (± a, 0) insbesondere ,,scheitelpunkte der grojJen Achae" 
und (0, ± b) ,,scheitelpunkte der kleinen Achse". Ist die Ellipse 
von (5) aus konstruiert, so gewinnt man auf Grund der aus (2) 
folgenden Gleichung el = a l - bJ die Brennpunkte als Schnitt-
punkte der x-Achse mit dem Kreise des Radius a um den Scheitel-
punkt (0, b) der kleinen Achse (s. überall Fig. 35). 
Bei der Hyperbel heißt der auf der x-Achse liegende Durch-
messer der Länge 2a die "lIauptachse", die durch 0 in die heideD 
"Halbachsen" a zerlegt wird. Die Endpunkte der Hauptachse sind 
die beiden ,,scheitelpunkte" der Hyperbel (s. Fig. 37 § 22 und die 
dort gegebenen Ausführungen). 
Die Parabel läuft durch den Nullpunkt 0, der als ihr .,schci.tel-
pttm.kf' bezeichnet wird (Fig. 36); die von ihm ausziehende posi-
tive x-Achse heißt "Achse" der Parabel. Der auf der rechten Seit,e 
von (4) auftretende Faktor 2 JI von x heißt "Parameter" der Pa-
rabel und p selbst "Halbparamct('f"'; 11 wurde oben als Abstand 
des Brennpunktes F von der Leitlinie erkll1rt, kann aber auch als 
Parabelorclinate im BrennpUnkte F abgemessen werden (Fig. 36). 
36 Die Asymptoten der Hyperbel 
§ 22. Die Asymptoten der Hyperbel und die konjugierte 
Hyperbel. 
Man vergleiche die beiden durch: 
, b 
Y = -a x , 
dargestellten Kurven, deren erste die Gerade durch die Punkte 0 
und (a, b) ist, während die zweite einen Teil unserer Hyperbel 
darstellt. Für x > a ist y' > 0, y > 0, beide Ordinaten wachsen 
mit wachsendem x und zwar zugleich mit x über alle Grenzen. 
Aus: 
Fig.87. 
folgt, daß zwar für 
jedes endliche x 
noch y' > y ist, daß 
aber die Differenz 
(y' ~- y) bei wach-
sendem x bestän-
dig abnimmt und 
bei einem über alle 
Grenzen wachsen-
den x unter jede 
noch so klein ge-
wählte positive Zahl 
herabsinkt. Berück-
sichtigen wir gleich 
noch die Symmetrie 
der Hyperbel in be-
zug auf die Koordinatenachsen, so folgt: Die beiden Zweige der 
Hyperbel laufen nach vier Richtungen derart ins Unendliche, daß 
sie sich nach au{Jenhin mehr und mehr den bei den durch: 
(1) b x '!/ g=±-x oder -=F-=-=O 
a a b 
gegebenen Geraden, den sogenannten "Asymptoten", annähern; für 
endliche x sind dabei die Hyperbe1ordinaten, absolut genommen, 
7aemer als die Äsymptotenordinaten (Fig. 37). 
Dnrch die Gleichung: 
(2) y' x' ---=1 b' a' oder 
iC' y' 
----=-1 
a' b' 
wird eine Hyperbel dargestellt, deren Hauptachse 2 b auf der 
,-Achse liegt, und die dieselbe Exzentrizität e - Vb' + aB wie 
Paar .. konjugierter Hyperbeln :>7 
dip ('r~l" HyjlPrbpl hat. Auch .}if' ASYlliploh>u sill'] j,pidrn Hyprr-
beln gpIlieinschaftlirh: tlorh ist lwim einwhH>n .1' dir Ordinatr der 
zweiten Hyperbel, absolut genommen, allemal !!riißf'r als dir zu-
!;"eh\"rigr> Asymptotenonlinate. Beide Hyperbeln Ilt'zE'ichnet man 
als pillander "konjugiert". Die Hauptachse der rinzpillen Hyperbel 
IIPnnt man für die konjugierte Hyperbel .,J.Yebellaclisr" (" überall 
Fig. 37). 
Die vier auf den Asymptoten gelegenen Punkte \± a, ± b ') haben 
vom Mittelpunkte 0 beider Hyperbeln den Abstand e = Ya! + b!. 
Ein Kreis um () durch jene vier Punkte, der sogenannte ,.E.rzen-
trizitälskrei.,", sl'hneidet somit auf den Koordinatenachsen die Brenn-
punkte F1 • F 2 nnd PI" F 2' der beiden konjugierten Hyperbeln 
aus IFig, :11} 
~ 23, Zwei Regeln zur Zeichnung der Ellipse. 
Durch dip (>]'f;f,p d,'1' j,1·iden (i]pirhllug!\n: 
( I ) , y 
wi!'!l dr'!' lIIit dn Ellip"" konz(>ll!ri~ .. h(' I\n'i~ d{'~ Hadius (/ darW'-
s!f>lIt, dm'eh di .. ZWl'i!,' I;],·jchullg dir> ElliJlsl' ;;l'll>sl. Nl'hTlII'TI wir 
y und !/ mit gll'ichl'JII, f'twa. positivelll Zl'il'ht'n, so folgt IU'ITlI I'in-
zf'lnf'n x für d1{, 7,l1w,lliirigen Orflinai 1'11 .11 : 1/ = /) : 11 und damit 
der Satz: BI'illl l'ilu:rl11r 11 ,r 1'IThr'ilt sirh dir j';lli/lsniOl'dIl10ir .11 ::111 
Ordinale y' des ]{rrisfs üb"r drr P/'Oß/'l1 AI'/I,-e 211 nls J)1II'c/imrs.'rr, 
Il'ie die "filii/' kleine Achse /J zur halb/'n [lroßel1 Arhsr 11, 
Um auf Grund dieses Satzes die Ellipse punktwl'ise zu kon-
struieren, zeichne man um 0 als Jhttelpunkt die Kreise dpr Ra-
dien a und 7J, Für einl'n heliebi-
gen Punkt 1" des gröBeren Kreises 
(Fig. 381 zeichne man dieOrdinat,e 
p' (i und den Radiusvektor OP', 
welcher clen kleineren Kreis im 
Punkte R sdmeide. Die 7.m x- Achse 
parallele Gerade durch R schnei-
det auf p' Cl einen Ellipsenpunkt. ]' 
aus. Hier trifft in der Tat (lio 
Proportion zu: 
Fij: 1" Q = OR : 0 /" ~ b : a. 
Man stelle sicl! vor, da.ß der 
kleinere Krllis zwar nach wie vor 
durch den Scheitelpunkt (0, b) hindurchlßuft, daß abl'r sein Mittl11, 
punkt stetig von 0 aus die negative y-Achse beschreibt, An Stelle 
des Berührungspunktes (0, - b) treten dann zunl1chst cu'ei ge-
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trennte, zur y-Achse symmetrische Schnittpunkte von Kreis und 
. Ellipse. Es entspricht dies der Auffassung, daß beim anfänglichen 
Kreise zwei Schnittpunkte desselben mit der Ellipse im Berüh-
rungspunkte (0, - b) zusammenfallen, entsprechend natürlich 
zwei weitere im oberen festliegenden Berührungspunkte (0, b). 
Ist {l die veränderliche Mittelpunktsordinate des Kreises, so hat 
der Kreis die Gleichung: 
(2) 
die Ellipsengleichung setzen wir in die Gestalt: 
(3) t a' t t :x+b,(y-b)=O. 
Faßt man diese Gleichungen als Bestimmungsgleichungen für die 
"Unbekannten" :x, y auf, so liefert die Auflösung in den vier Lö-
8ungssystemen die vier Schnittpunkte (:x, y) von Kreis und Ellipse. 
Die vier Punkte haben zu je zwei gleiche Ordina.ten i durch Eli-
mination von :x' aus (2) und (3) erhalten wir für die heiden im 
allgemeinen verschiedenen y der Schnittpunkte die quadratische 
Gleichung: 
Die Lösung y = b liefert die beiden im Scheitelpunkte (0, b) zu-
e' 
sammenfallenden Schnittpunkte i für den besonderen Wert {l = - -j, 
wird auch die zweite Lösung y = b. Det· Kreis des Mittelpunktes 
(0, - ~') durch den Scheitelpunkt (0, b) heißt det· zugehörige 
,,Bcheitelkrammun.qskreis" der Ellipse; im Berührungspunkte (0, b) 
fallen aUe vier Schnittpunkte von Kreis und Ellipse zusammen. 
Eine entsprechende Betrachtung kann man an den größeren 
Kreis der Fig. 38 anknüpfen, indem man den Berührungspunkt 
(a,O) mit der Ellipse festhilt und den Mittelpunkt von 0 aus 
auf der :x-Achse nach rechts wandern läßt: Der lum Punkte (a, 0) 
geMrende "Scheitelkrilmmungskreis" der E'llipse ist der Kreis des 
Mittelpunktes (::' 0) durch den Scheitelpunkt,. auch hier fallen 
die vier Schnittpunkte von Kreis und Ellipse im Scheitelpunkte eu-
sammen. 
Zur Konstruktion der Scheitelkrf1mmungskreise verhinde man 
den Scheitelpunkt (0, b) mit dem Brennpunkte F , geradlinig, ralle 
auf diese Gerade von 0 das Lot 0 D und errichte auf dllrselben 
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in F, das Lot FE 0 (Fig. 39). Aus den Sätzen über Proportionen 
am rechtwinkligen Dreieck folgt (s. Fig. 35 S. 35): 
- e
' 00--b ' 
so daß 0 der Mittelpunkt 
des einen Scheitelkrllm-
mungskreises ist, wAhrend 
der Mittelpunkt E des 
anderen die Entfernung 
OE = DF, von 0 hat. 
Die Scheitelkrilmmungs-
kreise schmiegen sich eng 
an die Ellipse an (Fig. 39). 
Da man sie bei gegebenen 
Halbachsen a, bleicht 
konstruieren kann, so lie-
fern sie ein wertvolles 
Mittel, die zwischen ihnen 
verlaufende Ellipse mit großer 
zeichnen. 
e' DF, == -, 
a 
Fig. 99. 
Genauigkeit aUfI froior Hand zu 
§ U. Absohnittsatz der Hyperbel. 
Wie man sieh mit Fig. 37 S.36 klar mache, schnoidet eine zu 
einer Asymptote parallele, aber von ihr verschiedene Gera.de: 
b (1) Y=-±az+v 
J'tg . .0. 
die Hyperbel nur in einem 
( endlichen) Punkte. Ir-
gendeine andere Gerade 
(in Fig. 40 in zwei Lagen 
gezeichnet) schneide die 
Hyperbel in den Punkten 
Pt, Pi der Koordinaten 
Zl' Yt und xJ ' Y., ihre 
Asymptoten in den Punk-
ten Pt', Pi d er Koordina-
ten z/, Yl und x;, y,'. Die 
Bezeichnungen seien so 
verteilt, daß P1 Pt' und P2 Pt' die Abschnitte zwischen K une und 
.Asymptoten sind (Fig. 40). Es gilt der Satz: .Auf jeder die Hyperbel 
uM die .Asymptoten schneidenden Geraden sind die .Abschnitte ewi-
leben der Hyperbel uM den AspapÜJten gletch. Pt PI' - i>;p;i. 
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Liiuft die Gerade zu einer Koordinatenachse senkrecht, so ist 
der Satz aus der Symmetrie bezüglich dieser Achse einleuchtend. 
Für eine andere Gerade ist der Sat'l bewiesen, wenn wir zeigen 
können, daß der Mittelpunkt (:1:1 t X; , 1I1 t-?L2) der Strecke P~1)2 
mit dem Mittelpunkte (Xl' +.~2~ ?6~t_Yi') der Strecke P 'p' zu· 
2 ' 2 1 2 ' 
sammenfällt. Da beide Mittelpunkte auf der Geraden liegen und 
diese nicht zur y-Achse parallel läuft, so ist für den Zusammen-
fall der Mittelpunkte auch bereits die Gleichheit der Abszissen 
Xl + X, Xl' + Xe' d 1 d B h d GI' h 
--2---' --f-- un a so as este en er eIC ung 
xl + X 2 = x/ + x2' 
ausreichend. 
Setzen wir die Geradengleichung in der ersten Normalform (5) 
S. 14 gegeben voraus, so gilt der Richtungskoeffizient (1- als end-
lich und von dem der Gleichung (1), d. i. von ± -! verschieden. 
Die Wertepaare xll Yl und x2 , Jh sind die Lösungssysteme der 
"Hestimmungsgleiehungen" : 
entsprechend sind die Paare Xl" ,1ft' uno x~', !/2' die Lösungssysteme 
der Bestimmungsglei(~hungen: 
( xa:'. _ i.') (X + ?/) = :z;! - y! = 0 b n b a 2 b' , 
wo wir vermöge der letzteren "quadratischen" Gleichung sogleich 
das "Asymptotenpaar" darstellen können. Durch Elimination von y 
findet sich: Xl und x 9 sind die Wurzeln der Gleichung: 
T' i/tx +v)' __ 1 
(i1 - b' 
= a~bi {(1)2_ a2 /t 2);r;2_ 2a 2(1-vx- a2 (v2+ b2)) = 0, 
:7'1' und x2' entsprechend diejenigen der Gleichung: 
x' _ (ftx+_v)' = ._ 1 { (b2 _ a21l,2) x2 __ 2 a2/1 vx - a2v2 ) = O. 
a! ö" (1!b' ,--
Da ( wie festgestellt) b2 - a2 r-t 2 endlich und von 0 verse,hic.den ist, 
!>o kann man diese qua.dratischen Gleichungen in: 
2a'lLv a!(v'+b!) 
x2 - ------... x ----- = 0 
ö'- a'lL' b' - a'/L' , 
,2allLv a! VI 
x - ------ :r --- --- = 0 b'- u'uY /J'- a'u'! 
HyperbelkoD,truktioll 41 
umsehreibrll. Au,; der Cberrinslillllllllug J 1'1' 11llearf'11 \;1 it'(]('r (11(':>(>1 
Gleiebungen folgt Jic GleidJheit. d"r Wllrzel~llmlll('l1 
und damit ist der Absehnittsatz bewiesen. 
In"besondere folgt für drn Zusammenfall der Punkte ['1 und 1'2: 
Ail( eil/er Hyperbellangenie sind die Abschnitte zwischen dem Bc-
riilmmgspunkte und den Asympt(!lot ein-
ander aleich. 
Ein~ aus dem Abschmttsatzc "ich er-
gebende Hyperbelkon,;trukti01l bei i!e-
gebenen l\.symptnten und Scheitelpunkte 
A. prlälltert Eg. 41. )lan ziehe gemd!' 
Linien (hm·1J.A beiderseits his zu den 
A'ymIJtotl'll, elie yon df'r cinzelm'n Gr-
radpll in den Punkten n, C !'rreicht wer-
den CFig. 41). 'I'r:igt. lllüll .A N VOll (' alls 
auf der Gpradml a.b .. !'o 1st dt,r Elld pli !i kt J I 
der Rtrt·ckP e J)" A /! ,·iull: j'" 1'(']l'llrih t. 
~ :!:I S(lkHIlt('Il un(1 Tangonton dor Kogolsohnitt,o. 
I )If> ,,:-':l'lil'it"]tal1f;"JI!"JI" dl'r 1\:'l!,l'bdlllitt,· illllft'll, wi,· ,]11' '\11 0 
>if'hallll11J! )'·hrl. ,j,·tH pa]'all~l zu d"ll AclJsrll der lIubj.[pw'ildlcH 1,""1'-
dimdplI:;ys!ellw. Ist r]pr Punkl I' dp/" Ko()rrlinlltpn 11. l' ('in .un 
einem Sehritelpunktp verschiedene]' Punkt des .. inzplnrll K ... gd-
schnitts, so sei dn Funkt. p' d ... r Koordina.ten u', 1)' ein von l' 
verschiedener Punkt des KegelschnittF, der jedorh mit.1' inllPrhalh 
des gIf'ichen QUftdrsnten der Koordinatenaphsen liege. llann ist 
sicher keine der vier Größen u' ± 11, v' ::i-: I' gleich O. 
Die Sekante pp' stellen wir untpr Benutzung der Zwripunkt· 
form (3) S. 1.') durch die meichung (hr: 
(1) !I-- v 
.'(; ••••• 0 U 
~fan kann diebPr (jlrichllng in drn dn,j Fiillrn <11']" FIliJ"!" Hy-
perbel lind l'arahrl je !,in!' nur für dip piJl7plllp Kmv!' ('haraktp-
ristische neue (;e:;talt \"I'rll'ihpn. t)('t.zt man für die Punkt ... (u', 1") 
uno (u, v) die G1pichungen der Ellipse oder <l"1" HYI','rbpl an, so 
folgt durch Subtraktion Ilarh kurze-r Zwischenrechl1ung: 
wo das obere Zl'icben der Ellipse und da.s unt.ere der Hyperhel 
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angehört. Die Sekante pp' der Ellipse bzw. der Hyperbel ist 
also durch: 
(2) 
darstellbar. Bei der Parabel gilt entsprechend: 
v'! - v2 = 2p(u' -u), (v' + v) (v' - v) = 2p(u' - u); 
die Sekante pp' der Parabel ist demnach gegeben durch: 
( ) y-v 2p 3 x-u = v'+v' 
Wandert p' auf der Kurve bis zum Punkte P hin, so geht die 
Sekante in die "Tangente" des Berührungspunktes P über. Für 
u' = u, v' == v liefert die Gleichung (2): " 
y - v b'u xu -u' yv - v' 
x-u = =F a~v' a' ± --b!-- = 0 
oder, wenn man berücksichtigt, da.ß (u, v) die Kurvengleichung 
befriedigt: 
(4) xu ± yv = 1 
a' b' . 
Bei der Parabel findet man durch eine entsprechende Rechnung: 
(0) 111/ -- p(x + u) oder 2u1/ = v(x + u). 
Die Tangente der Ellipse und Hyperbel mit dem Berührungspttnkte 
(u, 11) ist durch (4,), diejenige der Parabel durch (5) gegeben. 
Ma.n mache sich deutlich, daß diese Gleichungen auch für die 
B,.oheiteltangenten in Kraft bleiben. 
, , 
-", ;' §'8.· Tangentenkonstruktionen bei den Kegelsohnitten. 
/ Die durch (4) § 25 dargestellte Ellipsentangente schneidet die 
x -Achse im Punkte (:', 0), dessen Lage von b und v unabhän-
gig ist. Hieraus folgt, daß für aUe Ellipsen mit derselben Haupt-
achse 2 a die Ta.ngenten der Berührungspunkte gleicher Abszisse u 
durch einen und denselben Punkt der x-Achse, nämlich den Punkt (:' ,0), hindul'chlaufen. Unter diesen Ellipsen findet sich für 
b = a insbesondere der Kreis des Radius a um 0 als "Ellipse mit 
der EitlentrUität 0"; bei ihm läuft die Tangente senkrecht zum 
Radius nach dem Berührungspunkte (u, Va' - u
'
). 
Die hieraus folgende Konstruktion der Ellipsentangente ist durch 
Fig. 42 erläutert. Man verlängert die Ordinate des mit P bezeich-
neten Punktes (u, tI) zur Kreisordinate P'Q, errichtet im End-
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punkt p' des Hadius OP' das Lot, welches den Schnittpunkt S 
mit der x-Achse bildet, und gewinnt in der Geraden ,.,. P die 
Ellipsrutangeute. 
Auch bei allen Hy-
perbeln mit derselben 
Hauptachse 2 a laufen 
die Tangenten der Be-
rührungspunkte glei-
cher Abszisse u zufolge 
(4)§25 durch einen 
und denselben Punkt (:',0) der x-Achse. 
Untt'r diesen Hyper-
brlo nndet ~ich, dem 
hetrachtrten Kreise 
entsprechend, für l! = a 
die sogenannte "gleir"-
seifigr" J1Y}I"r/,,·I, dt'tnl 
ASYI/lplotl II Ills 1!',lIkrl 
hll!btl'-, 1/'/1' ./,., .'\, ),,"'1/ 
! I t!l /.... Il'I(/"/I/(I)7,/n" 
s"'lkrt'I'ld "(')"'/1. h l ; ,1:\ 
zeigt die !\II11strnkti()n 
d!'r Hypl'l'lJf'It.al1gent,. 
mittel~ dpr g],'iC!JSPlti-
gen Hyperbel. Auf dt'm 
Radiusvpktor 0 1" des 
VIII· " 
Punktes (1(, y'u 2 11. 2) 
der glpi('h~"itigen Hy- } 
perhel ist p' R senk-
r!'cht erridltpt; lllan 
hat also: 
_---L---____ _ 
l/1I2 ___ (/2, 
a" 
11 
Tr!l.gt man alsp die Strpekl' (IR von ~ 
nach links auf dip Strecke CIS dt>r 
x-Achse ::Ib, so gilt: 
. - --
os = OQ - CIS 
Plg, 43 
Teubn ... LeitfAden: Frlok., An"I,\. Geometrlo 1. Auf! 
s 
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d. h. der Punkt S ist der Schnittpunkt aller fraglichen Tangenten 
mit der x-Achse. 
Bei der Parabel schneidet zufolge (5) § 25 die Tangente des 
Berührungspunktes (u, v) auf der x-Achse den Punkt (- u, 0) aus. 
Die hieraus sich ergebende Tangenten konstruktion (Fig. 44, S. 43) 
ist einleuchtend. 
§ 27. Die Asymptoten der Hyperbel als Koordinatenachsen. 
Der Wiukel zwischen den Asymptoten, welcher von der posi-
tiven x-Achse halbiert wird, sei gleich Wj dann gilt (Fig. 37, S. 36): 
(1) w a . 10 b . 2 u b cos 2 =e' sm 2" = c' sm W = e2' 
Die weiterhin zu benutzenden Polarkoordinaten beziehen sich auf 0 
als Pol und die positive x-Achse als Achse. Eine Tangente am 
rechtsliegenden Zweige der Hyperbel mit dem Berührungspunkte 
(u, v) möge die Asymptoten in den Punkten 
h, ~) und ("" 360°- ~-) 
treffen. Dann befriedigen die rechtwinkligen Koordina.ten dieser 
Punkte: 
W . U! 
X = "1 C05 2-' Y = "I sm 2 
und 
die Gleichung (4) § 25 der Tangente: 
( 
~t U! V,1/)) ( U 1(' 1), 10 ) 
l' - COS --- - - - sm -- = 1 1"2 - cos - + b' Sin -2 = 1'. 
1 a2 2 b! :! ' u' 2 
Multipliziert man diese Gleichungen miteinander und benutzt (1), 
so folgt: 
( u. 10 1". q W) 1'11', (U
I V') 1"1"2 a4 C082 2 - -j)4 sm" 2 = -c' ? -- b-' = 1, 
sowie weiter, da der Punkt (u, v) die Hyperbelgleichung befriedigt: 
(2) 
Die letzte Gleichung ergibt den Satz: Das von einer llYPc1"beltan-
gente und den Asymptotcn cingegrenzte D1"eieek hat den konstanten 
(d, i. für alle Tangenten gleichen) Inhalt a . b. 
Die Asymptoten sollen als neue Koordinatenachsen mit dem 
Achsenwinkel 1IJ eingeführt werden, und zwar sei die neue posi-
tive x-Achse die nach rechts und unten weisende Asymptote, die 
neue positive y-Achse die nach rechts und oben weisende. Da der 
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Berührungspunkt P der Tangente nach S. 41 die zwischen deD 
Asymptoten gelegene Strecke j)/p'j' der TalJgpnten halbiert, so 
werden die Parallelen PQ und PR 
(Fig. 45) zu den neuen Achsen 
(Asymptoten) in Q und R die :Mittel-
punkte der Strecken OPj ' = "2 und 
Oß;' = r l ausschneiden. Die neuen 
Koordinaten des Punktes P dfr Hy-
perbel sind demnach: 
x=OQ= t r jj i' 
Daraufhin liefert die erste Gleichung 
(2) den Satz: Die Gleichung der I1YPl'l'bd in be:'lg auf die Äsym-
ptoten als Koordinatenachsen ist: 
(3) 4.1'.11 I'~ , 
Man hai 11111' noch ZIl }lI'aehtoll, <laU diesll nlpi,:hung allrl! fflr t!fm 
Punkt ( x, 11) ri,'htig ist., fnllH ~io für (X,?I) !{ilt.; si,· Iief!lrt, 
I~b" II.llch deli zweit,pTl !'hrn !lirht in B"t.racht gIJzogPlwn lIyperhd· 
zWOJg. 
§ 2H. Konjugierte Durohmesser der Ellipse. 
Zufolge (4) S. 42 sind die Tangpnten in den IJI'iden Endpunkten 
(UI , VI) und (- ltl , - V]) eines Ellipsnndurchmessers parallel. Es 
gilt der Satz: Zeichnet man tU dln Tangenten in d,'n .Endpunkten (± U 1, ± VI) eine.s ersten EUipsendurchml'ssers den ll1rrallclen Durch-
messer, so ist zu den Tangenten in dessen Endpunkten umgckrhrl 
wieder der erste Durchmesser parallel. Ist der er~to Durchmessl>r 
eine Hauptachse, so i,t der zweite Durchmesser dio andere Haupt-
achse, und der Satz i~t aus der Symmetrie der Ellipse in hezug 
auf die Hauptachsen klar. Liegt. dii'ser Fall nil'ht vor, so sind 
Ut , t'I von 0 verschieilen. Din beidnn I )nrehmns~or stollpn wir dann 
durch: 
(1 ) 
dar. Hat also der zweite Durchmessf'l' die Endpnnl, le (11~, ± f'.) 
so gilt: 
(2) f' I. b' . 
Der zu den Tangenten in diesen Punkton (± ""11 ± ",) parallele 
Durchmesser hat also die Gleichung: 
46 Konjugierte Durchmesser der Ellipse 
oder 
womit der Satz bewiesen ist. 
, Zwei Ellipsendurchmesser , von denen jeder den Tangenten in 
I den Endpunkten des anderen parallel ist, heißen einander "konju-
;,giert". Benutzen wir 0 als Pol und die positive x-Achse als Po-
larachse, so mögen die beiden Durchmesser (1) die Amplituden 
ep und 'tJI haben, die wir (je unter den beiden Möglichkeiten) 
< 180° wählen. In tg ep und tg'tJI hat man die Richtungskoeffi-
zienten der Geraden (1) vor sich, so daß die Gleichungen gelten: 
(3) "'1 blUl b~ tgep = u' tg'tJI = - ä~",-' tgep' tg'tJI = -äs' 
1 1 
Die Amplituden ep und 'tJI zweier konjugierter Durchmesser sind 
du,rch die in ihnen symmetrische dritte Gleichung (3) verknüpft. 
Ist, wie in Fig. 46, 'ljJ > ep, so gilt für den Winkel 'W = 1/J - 'P 
zwischen den beiden konjugierten Durchmessern: 
tg 1J> - tgrp 
tg U' = tg ('tJI- ep) = l+tg",-tgq, 
und also mit Benutzung der dritten Relation (3): 
(4) 
Hiernach hat, e> 0 vorausgesetzt, für 0< 'P < 90° notwendig 
tg 11} einen endlichen negativen Wert. Es folgt: Bei riner eigent-
lichen Ellipse (e> 0) bilden dic Hauptachsen das rinzigc Paar f!!t-
<.'inan der senkrechter konjugiertfr Durchmesser; dreht sich dl'r eine 
Durchmr'sser um 0, in-
dem seine Amplitude 
von 0° bis 90° wächst, 
so weicht ihm der kon-
jugierte DU"chmesser 
aus, indem dessen Am-
plitude '1jJ von 90° bi,s 
1800 wächst; dabei 
liegt w = 1/J - 'P, so-
lange 0 < ep < 90° 
gilt, im Intervall 90°< 
w< 180°. Der Fall 
~ = 0 ist einfach: 
Beim Kreise (EUipse der Exltcntrieität e = 0) sind je ewei mein-
emder senkrechte Durchmesscr konju.qiert. 
Aus (4) folgt für 0< ep < 90° und e> 0: 
1
t:1tgW\ atglJ) b (l/atg~ 1/-b-)2 
--a1)- i - 2 = --b-~ - 2 + a tg cP = JI -b-- - JI a tg IJ) > 0 
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wo das Gl!'irhheitszeiehen nur für tg cp = b zutrifft. Also gilt: 
a 
t ..... 2ab I g W ~ -es, 
2ab 
tg 11' :S - e' 
und damit der Satz: Der größte Winkel w mit tg 11' =" _ 2 ~b 
wird erreicht für tg cp =b, tg 1/.1 = - .~. Die Lage der fra;li-
a a 
ehen, zu den Hauptachsen symmetrischen konjugierten Durchmesser 
zeigt Fig. 47. 
Verlängern wir die Ordinaten v lj 
der Ellipsenpunkte (u, 1)) nach 
L 
\ ' 1 I . (J (/. dPID pr lil tnlR b zn 1 Ii 1', so I'rhaJt,(\n wir 1ll~('h S. :n dip 
Punkte (u, v') dos Kreises Uher der großfm Achso 2a als Durch-
messer. ])m in Fig. 4R mit J\ und 1', hozeirhll('ton Endpunkten 
unser!'r konjugiert.en Durchmesspr (1) entsprechen so die Punkte 
PI' und Pi' des Kreises. Die Polarkoordinaten von 1'1 und Pt' 
seien a', cp und a, cp', die von Ji und P,' aber b',1jJ und a, '1/1', 
so daß insbesondere a' und b' die "konjugierten Halbmesser" 01'1 
und 01', sind. Es gilt (Fig. 48): 
, Vt' a 1"1 a 
tg cp =~. - -= tg cp, 
", b ", b 
woraus auf Grund der dritten Gl(\ichung (3) weiter folgt: 
(5) tg '1// = - cotg cp'. 
Die den konju.Ilierlen El1ipscnhaümICssern 01'1 und () ]', tuge(Wd-
fleten Kreismdien 0 Pt' Wild or,' sfl'hcn aufeinander scnk,·{'clU. 
Mit B('nlltzllng dieses Ergebnisses folgt weifRr aus Fig. 48: 
(6) 0
_', , 
{ 
Ql = a e08 cp = a e08 cp , 
- OQ. - b' C081/.1 = a C081/.1' - - allin,,', 
48 
(7) 
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1 
P;Ql = a' sin q; = ! . a sin q;' = b sin q;', 
P.-Q- b'· b ., b ' 2 2 = sm 1jJ = a . a SIll 1jJ = cos q; . 
Aus (6) folgt durch Quadrieren und Addieren beider Gleichungen: 
entsprechend aus (7): 
a' 2 sin! q; + b' 2 sin2 1jJ = b! 
und durch Addition beider Ergebnisse: 
(8) 
Die Summe der Quadrate zweier konj1.tgierter Halbmesser der El-
lipse ist konstant (d. i. rür alle Paare gleich) und natürlich insbe-
sondere gleich der SWlnme der Quadrate der Halbachsen a, b. 
Durch Multiplikation der ersten Gleir.hung (6) und der zwei-
ten Gleichung (7) folgt: 
a' 1/ sin 'tf) cos q; = ab cos2 q;', 
entsprechend durchM nltiplikatioll der zweiten Gleichung (6) und 
der ersten Gleichung (7): 
, , . b . 2 ' 
a b cos 'tf) sm cp = - a sm q; 
und durGh Subtraktion der Ergebnisse: 
(9) a' b' sin ( 1jJ - q; ) 
= a'b' sin w = ab. 
Das Dreieck der Ecken 0, P1 , Ps hat 
Fig. 49. demnach den konstanten Inhalt tab. 
Wir geben diesem Resultat die Gestalt 
(Fig. 49): Die Tangenten in den Endpunkten irgend zweier kon-
jugierter Durchmesser der Ellipse bilden ein der Ellipse umschrie-
benes Parallelogramm vom konstanten In7/Olt 4ab . 
. _.§.~. Zwei konjugierte Durchmesser der Ellipse als 
\ \ Koordinatenachsen. 
IrgenJ\zwei konjugierte Durchmesser der Ellipse mögen zu 
Achsen für neue kartesische Koordinaten x', y' gewählt werden. 
Unter Beibehaltung der BezeichnungC'n von § 28 liefere der Halb-
messer i5~ = a' die positive x'-Achse, der Halbmesser OP~ = b' 
die positive ?/-Achse; w ist der Achsenwinkel. 
Nach S. 12 ist die Gleichung der Ellipse in x', y' wieder vom 
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zweiten Grade. Für die allgemeine Gleichung zweiten Grades be-
nutzen wir später die Schreibweise: 
(1) AX'2+ 2 Bx'y'+ Cy'2+ '2Dx'+ 2Ey'+ P- 0, 
d. h. wir nehmen (zur Abkürzung gewisser unten aufzustellender 
Gleichungen) in einige Glieder des Ansatzes (1) Faktoren '2 auf. 
Da nun 0 nicht auf der Ellipse liegt, so ist F + 0; wir teilen 
die Gleichung durch - F und gelangen zu einer Gleichung der 
Gestalt: 
A'x" + 2B'x'y' + C'y" + 2D'x' + 2E'y' = l. 
Da 0 Mittelpunkt ist und also mit (x', y') stets auch (- x', - .1/) 
die Gleichung befriedigt, gilt mit der letzten Gleichung für jeden 
Ellipsenpunkt a ueh: 
A'X'2 + 2B'x'y' + C'y''l- '}.])':r:' -- 2~E'y' = 1 
und also auch die halbe Summe beider (Jl,lichungen: 
(2) A'.r'2 + 2 H'x'!!' + {,"!/2 1, 
was flinfach darauf hinaus]iillfi, daß /1' - n, }.;' (I zlItn·ffl'n 
muß (\"~L ':\. S (;7) Ili" l'n.ra.lI .. \,' znr y' A,'h~l' durch d .. n Punkt 
(a'. 0 I iHt ,li .. Tallf!I'Jltl' dl'r Ellipsl' Illd .1"111 IIt'riihrllll~sl'llllkl 
V/, 0), d. h. dip alls ('2) durch Einlragullg VOll ./ -- (/' Z11 /ZI'WIlI 
nende (ill'icllllllg für y': 
("y'2 + 2 Ha'y' + (A'Il'2 -- 1) ""'" 0 
muß die Doppelwurzel y' '= 0 habpn; P8 ist demnach B' = 0, 
A'a'2 = 1. Indem man entsprecbend die zur ,r'-Achse parallp]1' 
Tangente des Berührungspunktes (0, b') hpranziehj, folgt: Ihr 
Gleichung der Ellipse, be;:ogen auf ein Paar konjug1rTter Dm'rh-
messer 2 a', 2 b' als Koordinatenachsen, 181: 
(3) x" y' Y a' Y + b'Y = I, 
Die Gleichung (3) S. ,34 ist als b('sonuerer Fall hierin enthaltpTI 
Bei gegebenem x' (oder y') lief('rt (3) zw('i .. nji!Pgf'lIl-'('~t'lztt, 
Werte y' (bzw. ;T'): Die :11 ril1rm /)1I/'rlI11II'SSI'I' porai/dm ,""('71111'11 
li'CTden vom konjugierten Durclml/'sSI'f 1/IIllilfr!. Wir \liittf'll ,C"-
radezu die Erklärung aufstellen kiinnen: }/fi 1';//1'1' S,hllr J,am/ll Irr 
Schmn bilden dil' Jlliltr!punklc dl'r !rf,:icrrJ/ 11111"1 /JiI1'f'111l1rSSI'1, 
welcher zu dem DUfchmr:S8(O/, unll'r den ,";"1111'11 IIls • .1,'UII,/u,!ln-!" /.r--
;:eichnet u'ird, 
§ 30. Konjugierte Durchmesser der Hyperbeln. 
Bei den Hyperbeln kann man die Üherle/ZullgPll 111'1 rplf('ntl dip 
konjugierten Durchmesser unter Benutzung dpr A~.nllpt()tel1 sehr 
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einfach gestalten. I) Zieht man von einem von 0 verschiedenen 
Punkt A einer Asymptote (Fig. 50) die beiden Tangenten mit 
den Berührungspunkten PI und P2 an die beiden konjugierten 
Hyperbeln (S. 37), und erreichen diese Tangenten die andere 
Asymptote in Bund 
C, so sind nach S. 44 
die beiden Dreiecke 
OAB und OAG in-
haltsgleich (beide ha-
ben den Inhalt a· b), 
und PI und Ps sind die 
Mittelpunkte der Sei-
ten AB und .A C. Faßt 
man 0 A als gemein-
same Grundlinie der 
Dreiecke, so folgt die 
Gleichheit der zugehö-
rigen Höhen und da-
Fig. 50. mit die Gleichheit von 
OB und OC. Da somit 0 die Mitte von BC, PI die von AB 
und P2 die Von AC ist, so folgt OFt 11 AC und OP2 11 AB. Re-
produzieren wir die ganze Figur noch vermöge einer Drehung 
urn 0 durch 180 0 (Fig. 50), so folgt: Von den Durchmessern 
Pt PI' 'und P9P2' dey I)eiden konjugierten Hypeybeln ist jeder den 
Tangenten in den Endpunkten des andeyen parallel; sie heißen 
"konJuyicrte Durchmesscy" des lIyperbelpaares. 
Wlr übertragen die Bezeichnungen von §§ 28 und 29, indem 
wir die konjugierten Halbmesser OPI = a' und OP2 = b' setzen, 
ihnen die Amplituden Cf und 'ljJ erteilen und übrigens die Koordi-
naten von PI wieder 'Ul , VI nennen. Dann gilt: 
insofern tg 'ljJ der Richtungskoeffizient der Tangente (4) S. 42 
der Hyperbel im Punkte Pt ist. Durch Multiplikation der vor-
stehenden Gleichungen folgt: 
b' (1) tg 9l . tg 1jJ = + a" 
Die Amplituden Cf und 'ljJ zweier konjugierter Durchmesser des 
Hyperbelpaares sind durch die in Cf ttnd 'ljJ symmetrische Beziehung 
(1) verknüpft. 
1) Man kann nati.trlich auch dieselben Methoden wie in §§ 28 und 
29 anwenden. 
• 
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Aus Fig. 50 ist unmittelbar einleuchtend: W,II·lisl liil A /npli-
tude Cf' 1'on 0 0 bi$ tum halben "As.1lmp/olfl11rinl;1 l" 111", so 11 i 1/1111 1 
'iJl'on ~lIlo bis -} U' ab: nimmt fP 1:01/ 0° 'Ji., - ~ 11' li/I . . '0 u'I(I:!i81 die 
Amplitude'iJ des konjug'iertullJalb1llessf1's t'on 90° bis \ 1800 - -;, 1(' I. 
Liings der Asymptoten kommen also je zwei konjugierte D~rch­
mess(Or zum Zusammenfall, entsprechend dem Pmstande, daß die 
Gleichung (1) durch: 
b 
tg fP = tg tp = + 
-a 
erfüllt ist. Auch hier bilden die Hauptachsen 2 a und 2/; das ein-
eige Paar zueinandrr senkrechter konjl1gü'rter Durchmpssel·. 
Da die Dreiecksflächen 0 AB und 0 AC gleich Cl' Ii sind, so 
folgt weiter: Die Tangen/ol in den EndpullkteJi ir!l"l1d :u'eicl' 
lWI1)iipi ,'rl('1' Durchmesser des l~ll]ierl;f'lllaarcs bilden ein ParaU('/.Il-
gr1wlIIL Hilll k,o'l1,<:tanten Inhalt 4 (j b. <1c8.'ln };Ckf'11 (1ril' li'i?' lt'irdrT-
htilfm) flUt' den AS!l1ltptO'!!1 li/'gen. N ehml~lI wir dill llezeil'lllllln"f'n 
() A = r 1 und () 1:1 ~~o () (] ~= 1', von R. 4,1 wi!'der auf, so "r"il,t 
der Kosinu~sRtz, Rllf',·.Wa.lldt auf di(' J)n·j"ekr () A (' und () A H: 
I lur<'!l ~\lbtr;1 k t IOn di"spr (; Ipü:llllllg('1J v, IJll'llJalld('r, I)j vision d,,~ 
El'gf'LJni,sf's dur('h -1 HIlII Bf'lIuhulJg VOll I ~ I ~ . .j·1 [(lI!!!: 
und hieraus weiter mit Benutzung von (1) S. H: 
(2) 
Die Difft1'l:nz (hr C;uadmtc zU'eier konJugierter lJalbmNser drs 
Hypcrbelpaarc8 ist konstant und natürli('h insbe.,ondl're g7eich dn 
Differenz der Quadrate der Halbachsen a, b. 
Wählt man ein Paar konjugierter Durchmesser 2 a', 2 l;' zu AI·hsen 
für neue Koordinaten x', y', so gelten wieder die BetrarhtllnglOn 
von S. 49. Die erste Hyperbel (diejenig-e der Hauptach,p ~(l'1 wird 
durch eine Gleichung der Gesta.lt: 
(3) A/ i + ~H:r'y' -+ ('y'i~ 1 
darstellbar sein. Zur linken Seite diespr Gleichung kaun ma)' auch 
dadurch gelangen, daß man in dir linke Reite (:: ~:) urT ur-
sprünglichen Hyperbelgleichung die linrsn'n Ausdrücke der alten 
x, y in den nenen x', y' einträgt. Die Gleichung (2) S. 36 der 
konjugierten Hyperbel wird demnach in den x', y': 
(4) AJ"'~ + 2B.r'!/ + ey/i = - 1. 
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Nun benutzen wir (8.49) weiter, daß die Gleichung (3) für .'t' == a' 
die Doppelwurzel y' = 0 haben muß, woraus .Aa' ~ = 1, B = 0 
folgt, sowie daß (4) für y' = b' die Doppelwurzel x' = 0 besitzt, 
was Cb's = - 1, B = 0 liefert. Die Gleichungen des HYPe'rbcl-
paares, bezogen auf ein Paar konj1lgierter Durchmesser 2 H', 2 b' als 
Koordinatenachsen. sind: 
(5) X'I y'J a' I - VI = ± 1. 
Aus (5) folgt wie bei der Ellipse: lJie zu einem Durchmesser 
parallelen Sehnen jeder der beiden Hyperbeln werden vom konju-
gierten Durchmesser bzw. dessen Verlängerung halbiert. Auch wäre 
es wieder möglich gewesen, die Erklärung konjugierter Durch-
messer an einen Satz über die Mittelpunkte paralleler Sehnen zu 
knüpfen. 
§ 31. Supplementäre Sehnen der Ellipse und der 
Hyperbel. 
Zwei Sehnen der Ellipse oder der Hyperbel, welche von einem 
Kurvenpunkte .A aus nach den von .A verschiedenen Endpunkten 
B, C einfls Durchmessers ziehen, 
heißen "supplementäre SeImen". 
Die zu zwei supplementären Seh-
nen parallelen Geraden durch 0 
A 
Flg. ~1. Flg.52. 
lief('rn zwei konjugierte Durchmesser. Im Falle der Ellipse (Fig. 51) 
folgt ausDOiiAC und EO:IAB leicht, daß D und Edie Mittel-
punkte der beiden Sehnen sind. Der Durchmesser D 0 halbiert 
also die zum Durchmesser E 0 parallele Sehne AB, so daß nach 
§ 29 (letzter Absatz) der Durchmesser D 0 zu E 0 konjugiert ist. 
Eine entsprechende Schlußfolgerung für die Hyperbel knüpft man 
an Fig. 52. 
Mittelst supplementärer Sehnen kann man für eine gegebene 
Ellipse die Hauptachsen konstruieren, für eine gegebene Hyperbel 
Haupt- und Nebenachse. Man zeichne z. B. im Fa.lle der Ellipse 
zunächst irgendeinen Durchmesser B C (indem man etwa zwei be-
liebige parallele Sehnen zieht und ihre Mittelpunkte geradlinig 
Durchmesspr und TangentplI der Parab'll 
verbindet) und über demselben einen Halhkreis, deI" elie Ellipse im 
Punkte A kreuze (Fig. 53). Dann sind AB und AC zwei gej<en-
einander senkrechte supplementäre 
Sehnen; also sind die ihnen paral-
lelen Durchmesser OE und on kon-
jugiert und zueinander senkrecht, 
d_ h. sie liefern nach S. 46 die Haupt-
achsen. Im Falle der Hyperbel gilt 
eine entsprechende Konstruktion. 
, 0 
Fig. 5S. 
§~!. Durchmesser und konjugierte Tangenten bei der 
Parabel. 
Nach (.,» S. 42 ist die Parabeltangente des Berührungspunk-
tes 0' cler Koordinaten xo, Yo durch die erste eh'r (f Irichllngl'n: 
(1) 
darw'stpllt, deren Z\Hit .. Will A lI~dnJ('k hrillgt, dnß I./·el' ,110) auf 
dpr ":trah..! liegt (Fi~!. :>-11 Fiir d"11 Wink,,1 I/' zwise'IH'lI dl'r nach 
"nlll'Il" ge·ridü(·j,·11 Tange·nt,· lind ej,'r l'0siti\,PlI .r Arhs ... '!lI!, da 
tg 1/' dc·1' HidJlllngsk,,,·flizll'llt 111 111'1' 
erstl'lI ~"nllalglnich\lng eier 1'a1lgl'l11.0 
(1) sein wiinlp: . 
I 
\ 
~ 
( 2.\ tg /I' = P 
Yo ' 
Yo sin /1' = P ('OS Ir. \ 
--+J 
Wir führen ein neues Koordinaten-
system ein mit 0' als Nullpunkt, pinp!, 
mit der .1' - Achse parallel und gleich· 
gerichteten x' -Achse und der nach ohrn 
gerichteten Tangente des Punktes 0' 
als positiyer y'-Aehse. Df'r (il)(.rgang 
\ 
von den alten zu den JH'lWn Koordinajpll ist durch l'ilH' 'I'r;llls-
lation und nachherig(' TrallsfurJnation (2) ;-;. ;) Z11 \'olll.i.·lwll llnd 
ergiht delllgpmäB: 
(a) x = .r' + y' en8 Ii' + ,TO' ?I ce .1/ sinU' + .11". 
Die Parahelgleichung .'I~ ~= 2 px wird also im ntlHm ;-;y,tc'lll: 
(y' sinu' + !/eY = 2p(x' +.1!' cos U' + 3'n) 
y'2 sin 2 w+ 2YosinU"Y'+!I/~~ 2J1'r' + 2]lcos1!"Y'+ 2p3'0 
Zufolge (1) heben sich die Absolutglieder !Jo 2 und 2});1'0 gegen-
seitig auf, desgleichen zufolge (2) die in y' linearen Glieder. Ihr 
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Gleichung der Parabel im n&/,ten S1Istem hat die mit der ursprüng-
lichen Gleichung gleickgebaute GestaU: 
(4) '2 " , P 11 = 2p x, P = sin'w' 
Zu jedem positiven x'berechnen sich aus (4) zwei entgegengesetzte 
Werte y'. Heißt eine von einem Parabelpunkte ausziehende, der Pa-
rabelachse parallele und gleichgerichtete Gerade ein "Durchmesser" 
der Parabel und nennen wir den Durchmesser und die Tangente 
in seinem .A.nfangspunkte einander "konjugiert"l), so ergibt sich: 
Die tu einer Tangente parallelen Sehnen der Parabel werden durch 
den zur Tangente konjugierten Durchmesser halbiert. Man kann 
auch umgekehrt von einer Schar paralleler Sehnen ausgehen, deren 
Mittelpunkte eine zur x-AchsE parallele Gerade, den "der Sehnen-
richtung konjugierten" Durchmesser liefern. 
Die Gleichung (5) S. 42 einer beliebigen Tangente soll noch 
auf die neuen Koordinaten umgerechnet werden. Hat der Berüh-
rungspunkt (u, v) die neuen Koordinaten u', v', so gilt zufolge (3): 
u = u' + v' cos 1.0 + xo, ., = v' sin 1.0 + Yo' 
Die transformierte Gleichung (5) S. 42 der Tangente ist also: 
(v' sin w + 110) (11' sin w + 1/0) 
- p(x' + 11' cos 1.0 + Xo + u' + v' C08 W + xo), 
v' y' sinll 1.0 + y' . ?Jo sin 1.0 + v' • Yo Bin 1.0 + Yo I 
= P (x' + ") + y' . p cos 1.0 + v' . p cos 1.0 + 2 p xo 
und ktirzt sich demnach auf Grund von (1), (2) und (4) zu: 
(5) v'!I = p' (x' + u'). 
Im neuen S1/stem hat auch die Tangentengleichung der Parabel für 
den Berüh,"ungspunkt (u', v') die mit der 
ursprünglichen Gleichung ( 5) S. 42 gleich-
gebaute Gestalt (5). 
Die am Schlusse von § 26 S. 44 an-
gedeutete Konstruktion der Parabeltan-
gente überträgt sich demnach auf das 
neue System. Man kann diesem Ergeb-
nis auch folgenden Ausdruck verleihen: 
Zieht man in den Endpunkten Pt' Pt 
einer Parabelsekne die Tangenten, so liegt 
Pig. &&. ihr Schnittpunkt S auf der durch die 
1) DieBe Erklärung gelte a.uch für Achse und Scheiteltangente; 
einzig in diesem Falle stehen Durchmesser und konjugierte 'l'angente 
aufeinander senkrecht. 
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Sehl1l'mniltl' Po zur Parabdachsf pamllelm Ulradell, lind der Schnill-
punkt 0' dieser Geraden mit der Parabel halbiert dil' Strecke S 1'0 
(Fig. 5;»). Im zugehörigen neuen Koordinatensystem haben näm-
lich die beiden Tangenten die Gleichungen ± v' y' = p' (;r' + u'), 
woraus der Satz folgt. 
§ 33. Brennpunktseigenschaften der Ellipse. 
Die Geradenstrecken r l = Fl'P, ", = F,P von den Brennpunk-
ten nach einem Punkte P der Ellipse nennt ma.n "Brennstrahkn" 
des Punktes P. Sind u, v die Koordinaten von P, so gilt (S. 33): 
r1
2 
= (u + C)2 + v2, r,' = (tl - e)2 + t,lI, 
woraus man mit Benutzung von 1"1 + "2 = 2 a durch Subtrak-
tion findet: 
2ell 
" - r = 1 2 a 
Mit Ilochmaliger Benutzung von r1 -t "2 == 2 (l folgt: Dj(' Hrenn-
strahlt'11 des Pllnktc,~ (11. f') strlltn si~h j,1 !In A",~s:i,~s( tI so dar: 
(1) ! 1'1.4 r 1 -, (/ t 1/' (11 r~'-(/.-
(1 
()ur<'l1 ~ll1ltlplikatl(ll1 dlf>~"r (;J/'ichl1n,!I/!1l pl'giht ~ich 1"'1 Hf'-
nutzlln!, dpr Jlr'\atillll ('2 -~ (je b~: 
" 
II~ .1- 1/ 2 ," , 
a' 
Zur Umwandlung des letzten Gliedes henutze man (lie von (11, r I 
befriedigte Ellipsengleichung: 
r1r2 - a
2 
- 1(' + b!(l-- ~:) = a' + b2 - (u'+ 1'\ 
Die Summe in der let.zten Klammer i~t ~lf'irh df'm Quadrat d" 
Halbmessers 0 P = (1'; es gilt also: 
(l" + "11'2 ~ (j! -f 1)2. 
Der Vergleich mit (I') ::-,41' lipj'ert den ::-atz: J),1.S l'ro,lIJht /'1 r~ 
der Brennstralllcn des Punkf('.~ ]' ist !lleir'h don Quadm! /)" ci,..< 
~um llalbmessrr 0 P = a' kOl1jugie,-ien lIall'mrssn's /J',' 
(2) 
Dieser Halbmesser b' (in Fig. 511 durch 01" hpz/'irhnd,) liiuff 
zur Tangente im Punkt P panlle!. FassPIl wir demnadJ 1/ al" 
Grundlinie des Dreiecks n p' P, so ist desRen IWh/' gleirh (11'111 
Lote]l (Fig, 56') von 0 auf die Tangpnte, Der doppelte Inhalt 
des Dreiecks ist also gleich b'p - P Y r 1 1'1; und da dieser doppl;'ltR 
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Inhalt nach (9) S. 48 andererseits gleich a· b ist, so folgt als 
Ausdruck des Lotes p von 0 auf die Tangente in den Brennstrrihlen 
des Ber'ührungspunktes: 
ab (3) p =---=C' Vrl Y! 
Die vierte Normalgleichung (1») 
S. 16 der Tangente ist: 
pu p"V 
X a l ' + Y'b2 - P = O. 
Fig.56, Nach S. 17 findet man durch Ein-
tragung der Koordinaten (+ e, 0) 
von F I und F s in die linke Seite dieser Gleichung die Längen PI 
und P2 der Lote von F I und F'J auf die Tangente: 
I pu : p I eu I Pu P, = i += e a2 - p : = a' a ± a . 
Mit Benutzung von (1) und (3) folgt: Die Lote PI und Ps von 
den Brennpunkten F I und Fs auf eine EUipsentangente steUen 
sich in den BrennstraJUen des Berührungspunktes so dar: 
(4) 
In Fig. 56 sind die beiden Lote PI und P2 durch F I N und 
F s M dargestellt. Da aus (4) die Proportion P1 : r1 = Ps : r2 folgt, 
so sind die beiden rechtwinkligen Dreiecke F 1 NP und F s M P 
ähnlich, und also ist -1: F I P N = -1: Fs PM: Eine Ellipsent(Lngente 
bildet mit den Brennstrahlen ihres 
N Q Berührungspunktes gleiche Win-
L 
Fig. 51. 
kel. 1) 
Die zur Ellipsenkonstruktion 
dienende Fig. 31, S. 31, ist hier-
neben als Fig.57 wiederholt und 
ergl1nzt. Da für das Mittellot 
HP der Strecke F s Q die Glei-
chung -1:F2PM--1:QPM gilt, 
sn bildet das über P hinaus ver-
lIingerte Mittellot mit den Brenn-
strahlen von P gleiche Winkel 
und liefert demnach sogleich auch die Tangente des Berührungs-
punktes P. Da 0 und M die Mitten der Strecken F I Fs und F.Q 
1) Von F I ausgehende Lichtstrahien konvergieren nach Reflexion 
an der 'Ellipse nach dem anderen "Brennpunkte" F,. 
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sind, so sind die Dreiecke OP2M und P1 F Q ähnlich, woraus für 
die dritten Seiten folgt: ' 
o JJ1 : P1 Q = 0 JJ[: 2 a = 0 F, : E; F, = 1 : 2. 
~omit ist OM = a. Das Lot von 0 auf die Tang.ente trifft den 
MittelpunktHder Str~~keM_N(denn es giIÜLY:HM= 6}~: OF,); 
demnach ist auch ON = OM = a: Fällt man von den Brenn-
punkten die Lote auf die 
Ellipsentangenten, so bil-
den die Lot(uj3punkte den 
mit der Ellipse konzentri-
schen Kreis des Radius a. 
Nennen wir diesen Kreis 
K und den um F 1 beschrie-
benen Leitkreis wie bis-
her L, so ergibt sicb fol-
gende Konstruktion der 
Tangente für gl'/leben(>11 
Berilhrungsllllllkt l'. nil' 
(ieradf' \'(Hl 1"1 d1lrch " 
SdlD(·id,· /, 1111 I'lIllkt (,J 
(FIj.~. :'~!. dil' "erhill 
dungsg"mdt' (tl 1-'2,chlwi 
de J( In 111; dann ist 
1111' die Tangente. Für 
das Tangentenpaar von 
einem außerhalb der El-
lipse gelegenen Punkte 
A aber ergibt sich fol-
gende Konstruktion (Fig, 
59): Der Kreis des Ra-
dius AF2 um den Miltel-
punkt Aschneide L in 
den Punktrn ({ und ({'. 
Die neraden F 1 Q und 
F I Q' schneiden auf der Ellil'sf' 
der gesuchten Tangpnten aus. 
p 
o 
\1. 
dio Berührungspunkt.!' P und P' 
~ 34, Brennpunktseigenschaften der Hyporbel. 
Die vorstehendrn Entwicklungen ühert.ragen sich größt.,\nteils 
wörtlich auf die Hyperhel. Für die Quadrat.e der "Brrnll.<lrahlc11" 
1'1 = F 1 P, 1'2 = }~P nach dem Hyperhelpnnkte (u,f') geltpn wie-
der die beiden ersten in § 33 ange!!ehflnen Darstellungen, aus denen: 
1'1 2 - /,,/' = (1'1 + r,) (rl - 1'») = 4('" 
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folgt, Benut~en wir die S. 16 erklärte Bezeichnung sgn (u) für 
da.s Vorzeichen von u, so gilt: 
"1 - rß = sgn Cu), ~a, 
da r 1 > r 2 oder r 1 < 1'2 gilt, je nachdem u positiv oder negativ 
ist, Die Brennstrahlen 1'1' r2 des Hyperbelpunktes Cu, v) stellen 
sich in der Abszisse u so dar: 
(1) (eu . 1'1 = sgn (tt) a + a), 
Bei Rücksicht auf e2 = a2 + b' folgt weiter mit Benutzung 
der für (u, v) gültigen Hyperbelgleichung: 
(a 2 + b2) u! 2 2 2 2 u 2 ! 2 j 1'1 r 2 = ---"'j-' - a = u - a + b '! = U - a2 + b + v . a a 
Ist also wieder a' der Halbmesser des Punktes (i~, v) und b' der 
kunjugierte Halbmesser, so ergibt sich 7.ufolge (2) S, 51: 
(2) 
so daß das Produkt "1"2 der Bl'cnnstrahlen des Punktes (u, v) 
wieder gleich dem Quadrat des zum Halbmesser des Punktes (u, v) 
konjugierten Halbmessers b' ist, 
Die Lote von 0, F 1 und F 2 auf die Tangente des Berührungs-
punktes (u, v) seien wieder gleich p, PI und Pi' Das in Fig.45 
S 45 durch OP/P2' bezeichnete Dreieck aus der Tangpnte und 
den Asymptoten hat, falls man P/P2' = 2 b' als Grundlinie und 
entsprechend 11 als Höhe faßt, den Inhalt pb'. Da der Inhalt nach 
(2) S, 44. andererseits gleich a· b ist, so findet man P in dersel-
ben Art wie bei der Ellipse durch r1 und 1'2 ausgedrückt. Auch 
P1 und Pt findet man wie oben durch Vermittlung der vierten 
Normalgleichung der Tangente: Die Lote p, PI und P2 vom Mit~ 
telpunkte 0 und den Brennpunkten F 1 und F, auf die Tangente 
des Berühru.ngspunktes (u, v) stellen sich in dessen Brennsfrahlen 
1'1' r2 so dar: 
(3) p = -;/a!!c, PI = b 1 /?1, P2 = b V~s . 
v r l r. V r. I 
Aus P1 : r1 = P2 : 1'2 folgt, jetzt (Fig. 60) der Satz: Dir Tan-
gente des Punktes (u, v) halbiert den Winkel zwisclirn den 21I!Jrhö-
1'igen Brcnnstrahlen.1) Ein Blick auf I<'ig. 32 S. 32 lehrt darauf-
hin wieder, daß die bei der Hyperbelkonstruktion benutzten Mit-
1) Von einem Brennpunkte ausgehende Lichtstrahlen, die am einen 
oder am anderen Zweige der Hyperbel reflektiert werden, divergi~ren 
nach der Reflexion 80, &ls kämen sie vom anderen Brennpunkte, 
Brennpunktseigenschaften der Parabel 59 
teUote MP, ]f'P' der Strecken FjQ, F 2 Q' zugleich dir llyperbel-fan;Qenfen der Berührungspunkte P, P' liefern. Auch ist leicht ein-
zusehen, daß die Fuß-
punkte der LotevonF1 und 
F s auf die HyperbeUan-
genien (Pwnkt.e M, M' der 
Fig. 32 S.32) wieder die 
Peripherie K des Kreises 
f)()tn Radius a um 0 bilden. 
Die sich hieraus ergeben-
den Tangentenkonstruk-
tionen mittels der Kreise 
Kund L gestalten sich bei 
der Hyperbel genau so 
wie bei der Ellipse. FI,. ~o. 
§ 35. Brennpunkt8eigen8ohaften der Parabel. 
Die in Fig. 33 S. 32 dargelegt" I'llrnholkonstrnktiolJ ist in 
Fig. 61 mit ninigplJ ~;rgll.nznngpn TPpro(lnz,iprl. Hind 11, l' dit~ Ko-
ordinatpn dps 1'llnklf's l' df'r l'aralJ('], ~o hat !lor Punkt ({ der 
LeitgPf!I(J..n ], dip }{oordinalen ~ p, lJ. 1)1\ aber der BreIInpunkt ,.. 
dIe l(oordinlltl'lI ;]1, (I hat, so sind nnrh (9) R. H dif' KO()T(li-
naten des MittelpunkteA lIf der Streckp 
FQ durch 0, .~ v gegeben. Dip Gerade 
M P, als durch die Punkte (0, i v) 
und (u, v) laufend, hat die Gleichung: 
2uy =- v(x+u) 
und ist demnach eu(olge (5) S. 42 
die ParabeUangente des Berührwngs-
punktesP. 
Das auf der Leitgeraden L errich-
tete Lot QP gibt über P verlängert 
den zum Punkte P gehörenden Pa-
rabeldurchmesser. Bezeichnen wir 
R 
FIIl. M. 
FP wieder als "Brennstnlhl" des Punktes P, so folgt (Fig. 61): 
Die Parabeltangente bildet mit drm Brenfl,Stral1l iJ,res Berühru"'lgs-
punktes und dem eugehörigcn DltrchmcsllT gleiche ·Winkel. l ) 
Den Punkt M kann man hiernach auch aIR Fußpunkt. des 
Lotes von F auf die Parabeltangentll des PunktM P auffassen: 
Die Fußpunkte der Lote vom Brennpunkte }' aUf die Parabelta,,-
genten bilden die Scheiteltan,qmte (y-Achse), welche demnach an 
Stelle des Kreises K der Ellipse und lIyperbel tritt, 
1) Vom Brennpunkte F au.gehende Liehtatrablen werden an der 
Parabel parallel zu deren Achse reßektiert, 
T ... bllere Lelttldaa: Frlok., ADalrl. 080melt\e. S. Aal!. 6 
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Die sich ergebenden Tangentenkonstruktionen sind wieder ein-
leuchtend. Um in einem gegebenen Parabelpunkte P die Tangente 
Fig.62. 
zu zeichnen, falle man von P das Lot PQ 
auf die Leitgerade L, ziehe die Gerade 
QF, welche die Scheiteltangente in M 
schneide; dann ist M P die Tangente. Um 
von einem links von der Parabel gelege-
nen Punkte A aus das Tangentenpaar zu 
konstruieren, zeichne man um den Mittel-
punkt A mit dem Radius AF einen 
Kreis, der die Leitgerade L in Q und Q' 
schneide (Fig. 62); die auf L errichteten 
Lote QP und Q'P' schneiden auf der 
Parabel die Berührungspunkte P und p' 
der gesuchten Tangenten aus. 
Kap. IV. Gemeinsame Gleichungen fiir die Kurven 
zweiten Grades. 
§ 36. Die Soheitelgleiohung der Kegelschnitte. 
Man übe bei der Ellipse eine Parallelverschiebung der Koordi-
natenachsen in Richtung der Abszissenachse so aus, daß der Schei-
telpunkt (- a, 0) der neue Nullpunkt wird; bei der Hyperbel 
verschiebe man die Achsen entsprechend so, daß der Scheitelpunkt 
(a,O) zum Nullpunkte des neuen Koordinatensystems wird. In 
beiden Fä.llen haben dann die Achsen zur Kurve eine Lage, wie 
sie bei der Parabel von vornherein ausgewählt war: Die y-Achse 
ist eine ScheiteUangente, welche durch die Kurve von rechts her im 
Nullpunkte berührt wird. 
Nach (1) S. 5 ist die Beziehung zwischen den alten Koordi-
naten x, y und den neuen x', y' einfach x = x' + a, y = y', wo-
bei das obere Zeichen der Ellipse, das untere der Hyperbel zu-
kommt. Die transformierten Kurvengleichungen -werden (unter 
. Fortlassung der Indizes bei x', y'): J ~~:)' ±1: ~ 1 und .100' y' - 2 mx + (!~ x' 
i Man setzt zur Abkürzung: 
(1) 
so daß umgekehrt gilt: 
(2) a=L_~ 
+q Iql' b..., --~- = -p-. y':F-q viii 
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Die Größe 2 p heißt "Parameter", p selbst "IJatbparamrter" der 
Kurve. Da man bei Gebrauch der ursprünglichen Koordinaten und 
Gll'icbungen leicht zeigt, daß der Punkt (+ c,p) nuf der Kurve 
liegt, so kann der Halbparameter p bei der Ellipse und Hyperbel 
(genau wie bei der Parabel, S. 35) als K urvC'lwrdinate in eitlC'ln 
Brennpunkte geometrisch gedeutet werden. Mit Benutzung der 
Abkürzungen (1) folgt: Die gemeinsame "Scheitelgleichung" der 
Kegelschnitte ist: 
(3) y2 = 2px + qx'J, 
wobei p und q irgend zwei endliche Zahlen .~ind, die den Be-
dingungen: 
(4) p> 0, q > - 1 
genügen; für q < ° strllt (3) ein/' Ellipse dar, und insbcsonderr 
für q = - 1 cinen Krci8, (Ü1' q = 0 hat mlln c1ne ParalJel, für 
q> 0 eine ll,'l/perbel. Läßt man auch 110ch die Ellipsrn mit b> !l 
zu, bei denen also die grol.l<1 Achse auf der ursprünglich"11 !I-Achsl~ 
liegt, so komm('n aueh ",wh /Ll!p unterhalh - 1 lip!-i('Ilc!(>lJ end· 
lichen Wer1e If zur (;I·!1l1f!!!. 
Es i,1 nütz! ich, sich d i,· Lagl' der ('inflll'h uncm/lid, I'i, {I'n Kw" 
1'1'1/ mit rr_~t !/rw'brnl'1n H ',.,./1' ~ 11 dnutJich W 1Il/Lf'!I('n, w jn sio von 
!ll/f'n Wrrtrn q ,~ _.- 1 (l".j dOll ~;IJipspn wieder der VOJall~~pt,zung 
a ~: b entsprf'ehl'ncl) geJiflfl1rt werclpll. Wir IWlllJPJI dip!,,,, ~YRtem 
eine "KurvenscJ/ar" und bezeichnen den dnr tlchar angnl!iirl'llden 
Kreis. des Radius p und des Mittelpunktes (p, 0) mit K. Aus (3) 
und (4) folgt: 
(5) 1 + = (tx -- P)' + y!) - p' > O. q x' = 
Da ((x - p)i + Jl) das Quadrat der Entfernung des Punktes (x,y) 
und (p, 0) ist, so ergibt sich aus (5): Das Innere t'Ol1 K bleibt 
von der Schar frei; durrh jl'dm vom gem~nsamen "·chfifelpunkt.e 0 
verschirdenenPunkt (x,y) außerhalb K liiufi eine und nur eillcKuNJe 
der Schar hindurch. I) Für jrdes solche Paa.r I,!I berpchnet sich 
nämlich aus (5) ein bestimmtH, dip zweitr Ungleicbullj.\ (4) be· 
friedigender Wert q, der in (:l) eingesetzt die Glpichllng df'r 
durch (x, y) hindurchlaufenden Kurve ergibt. 
Die Gestalt dpr Kurvenschar ist. in Fig. Ga angedeutet.. Der 
Kreis K und die der Schar für q "'" 0 angehörendn Parabel sind 
stärker ausgezogen als die Ellipsen ul1d Hyperbeln; die Ellipsen 
erfüllen den Teil der Ebene zwischen Kreifl und Parahel, die Hy-
perbeln den links von der Parabel gel{'genen Teil der Ebene. Die 
1) Läßt man auch a < b und damit q< -- 1 zu, so erweitert lieh 
die Kurvenschar, und es läuft alsdann auch durch jeden Innenpunkt 
von K eine und nur eine Kune der Scbar hindurch. 
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in Fig. 63 punktierte, zur x-Achse im Abstande p parallele Ge-
rade, schneidet auf der einzelnen Kurve die Endpunkte der Ordi-
n~ten in den Brennpunkten aus. Indem wir na.ch Maßgabe der 
FIguren 31 ff. frlr die Ellipsen und Hyperbeln die Brennpunkte 
durch die Bezeichnungen F 1 und F s unterscheiden, lesen wir aus 
Fig. 63 ab: Bei den Ellipsen ist der geometrische Ort der Brenn-
punkte F 1 die Strecke MN der x-Achse, derjenige der Brenn-
Ffg.68. 
punkte F J die rechts von M verlaufende x-Achse; bei den Hy-
perbeln ist der geometrische Ort der Brennpunkte Fi die Strecke 
NO der x-Achse, derjenige der Brennpunkte F1 die negative 
x-Achse. Die Parabel erscheint als Grenzfall sowohl für die El-
lipsen als auch für die Hyperbeln und damit als tJbergang q == 0 
zwischen beiden Kurvenarteni im Grenzfall rückt jeweils der eine 
Brennpunkt nach dem in Fig. 63 mit N bezeichneten Punkte (tp, 0), 
u'ährend der andere Brennpunkt und mit ihm der Kurvenmittel-
punkt auf der x-Achse ins Unendlic}Je gewandert ist. l ) 
§ 37. Brennpunkte und Leitgeraden der KegelsChnitte. 
Bei Gebrauch der ursprllnglichen Koordinaten war die Tan-
gente der Ellipse bzw. Hyperbel mit dem Berührungspunkt (?t, v) 
oben (S. 42) durch: 
(1) 
1) Indem man den S. 88 für die Ellipse eingefiihrten Begriff des 
,,8cheitelkrümmungskreises" auf die Parabel und Hyperbel überträgt, 
woUe man noch den Satz zeigen: Der Kreis K ist gemeinsamer Schei-
teJluiimmungskreia für alle Kurven der Schar I und Bwar auch fiir 
die bei !l < - 1 eintretenden Ellipsen. Man zeige auch noch I daß 
fflr die letsteren, das Kreiainnere erfüllenden Ellipsen der geoDle-
Vieche Ort der Brennpunkte der Krei8 des Radius t p und des Mit-
telpunkRs (1. p, 0) ist. 
Brennpunkt und Leitgerade 63 
dargestellt. Ist (u, tJ) irgendein von 0 verschiedener endlicher 
Punkt der Ebene, so nennt man die durch (1) gegebene Gerade 
wie beim Kreise (8. 23) die "Polare" des Punktes (u, tJ) in bezug 
auf die Kurve: Die Polare eines Brennpunktes insbesondere heißt 
eine "Leitgerade" der Kurve. 
Wir bevorzugen bei der Ellipse den Brennpunkt (- e, 0), bei 
der Hyperbel (e, 0), benutzen für den ausgew~hlten Brennpnnkt 
die Bezeichnung F und für seine Leitgerade L; letztere ist durch 
a l 
x = =+ - dargestellt und kann durch die 
e 
in Fig. 64 angegebene Konstruktion ge- L 
wonnen werden. Handelt es sich n~mlich 
z. B. um die Ellipse, so bat die Tangente 
des Berührungspunktes P der Koordina-
ten - e, p die Gleichung: 
:u yp 
- al + bt - 1 
und schneidet demnach die x- Aohso im 
a' Punkte R der Koordinaten - ,0, In J1'Ir· 64 
t 
weldlprn 1, in der Tat auf tlpr x-Achs!l senkrecht Hteht. 
Das V f'rhiiltnis dcr Exzenlrizitiit e zur Hallmchse a hl'ißt "ntJ· 
meri.~che }';xzentrizilät" und werde mit c bozllichnet: 
(2) e a = Ci 
c ist eine endliche positive Zahl, die für eine Ellipse im Intervall 
o < c < 1 liegt und bei einer Hyperbel der Bedingung c > 1 
genügt. Zur Unterscheidung heißt e "lineare E:uemrieität". 
Der Abstand eines Ellipsenpunktes (x, y) von L werde durch, 
bezeichnet, sein zu F gehörender Brennstrabl aber durch ,.; dann 
gilt (v gl. die erste Gleichung (1) S.55): 
a l ex 
s = x + t!' r"'" -a + a, 
so daß jeder Ellipsenpunkt die Bedingung: 
(3) r = cs 
erflillt. Erklären wir sund r entsprechend für oinen beliebigeD 
Punkt (x, y) der I%"nc als Abstand von L bzw. von P, so gilt: 
a' " ~I 
s '= ,x + e I' r =. y (x + 1')' + y' . 
Soll ror diesen Punkt die Gleichung (3) gelten, 80 folgt: 
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woraus sich sofort die Gleichung der Ellipse wieder ergibt, so 
daß auch nur die Punkte der Ellipse die Gleichung (3) erfüllen. 
Erklären wir für die Hyperbelpunkte sund r entsprechend, so 
folgt (vgl. die zweite Gleichung (1) S.58): 
s = sgn (x) (x - ~~), r = sgn (a:) (e: - a), 
so daß wiederum die Gleichung (3) zutrifft. Umgekehrt gilt hier 
für einen beliebigen Punkt der Ebene: 
s= fx- :!I, r=Vex-e)2+ y2, 
und also fdhrt die Bedingung (3) leicht zur Hyperbelgleichung 
zurück. 
Nehmen wir noch die "Brennpunktserklärung" s = r der Pa.-
rabel hinzu, so folgt für die Ellipsen (unter Aussch1uß der Kreise), 
Parabeln und Hyperbeln: Ist in der Ebene eine Gerade L und ein 
nicht auf ihr liegender Punkt F gegeben, so ist der geometrische Ort 
aller Punkte, für welche der Radiusvektor r von F eum Abstande s 
von L im konstanten Verhtiltnis r: s = c steht, ein Kegelschnitt 
mit F als Brennpunkt und L als eugehlJriger Leitgeraden .. und 
ewar liegt eine Ellipse für 0 < c < 1, eine ParabeL für c =- 1 und 
eine HyperbeL für c > 1 vor. 
§~. Die Polargleichung der Kegelschnitte. 
Der'~;elpunkt F werde als Pol, der von F ausziehende, von 
der zugehörigen Leitgeraden Labgewandte Teil der ;r-Achse werde 
als Polarachse gewählt. Im Falle der Ellipse bzw. Hyperbel ist 
der Abstand des Poles F von der Leitlinie L gleich: 
± (at _ e) = ± al-e' = ~ = ~. Il_ =- ~ e e e €I e C' 
wo p der Halbpa.raDleter und c die nnmerische Exzentrizitl1t ist. 
Die Angabe gilt auch für die Parabel, wo c = 1 ist. 
Ist ('1', .(}) ein Punkt der Ellipse oder der Parabel oder des 
zwischen Fund L hindurchziehenden Zweiges der Hyperbel, so gilt: 
und also: 
(1) 
!:.~s=~+rcos.{) 
c c 
r=---p--. 
l-ceos& 
So hat ma.n z. B. ft\r den Hype:-belpunkt P in Fig. 65: 
FP- '1', -}:: AFP= -8', s = RQ + PQ = ~ + r cos-8'. 
. c 
l'oJarglpicbllug dl'], KpgOJ8Chllittf' 
Im Fallr, der Ellipse und Parabel ist. {r im l11tf'rvall 0° < {t< :160° 
variahel und liefert für das eillZplnr {r das zlIgebiirigf' r in df'r 
Ciest.alt (1), wobei für die Parabel der Anfangswert {T ,0· 0, wie 
es sein muß, r = 00 ergibt. Bei der Hyperbel ist {T im Intl'ryall: 
11' < {T < 360 0 _ w 
2 ',' - 2 
variabel, und es wird in (1) nur 
erst der eine Hyperbelzweig dar-
gestellt; u; bedeutet hierbei den 
"Asymptotenwinkel" (v gl. (1) 
S. 44), und man hat für die 
beiden Asymptotenrichtungen 
'11' 11' {t = und ,tt = 3600 - wie-~ 2 
der r = 00. 
~' ---_, _____ r-T 
RI------C---;;( 
AJ 
..... ·1 Q ! 
Fig. S:,. 
1st im Palle der Hypnrllf'l {t' irgplldeinc nieht <lnm Intpr\'nll (~l 
angehörendf' Amplitud/', so verliingt·n· m:w d,'n VOll <11'1" j'olar-
achse versehil~dl:lIt'n r:i/'hflllk,'1 V(in it' rikkwiirls i!llt'r F l,is ZUIIl 
Pl1nkt,~ /" .]"S :llIdpn'll IIYI'f'rhob,\Hlgcs IIlId J,t'zpichrH' dN) HIl' 
<lill~vf'kt"1" FI" IrIll " Ilallll gilt (Fig, .;.',): 
.' 
" 
1((/ ]1 
und also: 
, 
.- r 
)I 
- (' COH {t' 
W 111 
Für dip dem Intervall - 2 < {t < + 2 angehiircnden Ampli-
tuden {T wird der von (1) gelieferte Wert r negativ; träf!1 ml111 
indessen dl'n Absoluflrl'l-f r' = : r = - r auf deI" Verliillperml!7 
des belcrglichrn ,<.,,'('henkels von {t ü/JCI" F hil1l1US "om Polt F (JUS 
ab. sn ,qcu'imll man in ( r , {t + 18()O) dir Plmklf df'$ InFl'i/rn 
Hypcrbelfnrcigrs. Unter Zulassung dieser Deutung fiir f'twa all~ 
(1) zu berechll!mde negative Werte I' hahen wir in dipspr \;l .. i-
cbung (1) die gcmei.nsll1nr: .,Pnlarp7r irll1H1(1" d('r !\f!7elSr!lIiillt m,1 
Eil/schluß rIff (ür c = 0 t'inirril'ndrl1 J\rfi.~1' gpwonnf'n. 
~ i3~1. Die allgemeine Gleichung zweiton Grados und ihr 
Verhalten bei Koordinatentransformationen_ 
Unter Benutzung recbt.willkligrr Koordinaten srhrpihpll wir di~ 
"all.qmneine G lcichunl' r:U'cit('/1 G I"l1Ilrs" : 
(1) Ax2 + 2 RXYI + Cy!' + ~]):r + '2 E?I +F = 0, 
wobei zur Vereinfachung der aufzustellenden Formpln dt'r hl1/br 
Koeffizient von :ry mit R hezeichnet ist und Ruch in ,Hr linf>an'n 
66 Allgemeine Gleichung zweiten Grades 
Glieder Faktoren 2 aufgenommen wurden. Damit die Gleichung 
(1) wirklich eine Kurve pweiten Grades de.rstellt, ist jedenfa.lls zu 
fordern, daß die drei Koeffizienten A, B, 0 der Glieder zw~ 
Grades nicht zugleich verschwinden. 
Man übe die durch x = x' + a, y = y' + b gegebene "Parallel-
verschiebung" der Koordinatenachsen aus und bringe die a.uf 
x', y' umgerechnete Gleichung(l) wieder in die geordnete Form 
A'x'lI + 2B'x'y' + .,. = O. Die Rechnung zeigt, daß sich die 
neuen Koeffizienten A', E, ... in den alten A, B, .. , und den 
a, b so darstellen: 
1
A'=A, B'=B, 0'=0, 
(2) D' = Aa + Bb + D, E' = Ba + Ob + E, 
F' = Aa'+ 2Bab + Ob ll + 2Da + 2Eb + F. 
Man übe zweitens auf die urspTÜnglichen Achsen die durch: 
x == x' coe a - y' sin a, '!I ..... x' sin a + y' cos a 
gegebene "Drehung" der Koordinatenachseu um 0 aus und bringe 
auch hier die auf die x', 1/ umgerechnete Gleichung (l) wieder 
auf die Gestalt A'x'l + 2B'x'y' + ... -= O. Jetzt stellen sich die 
neuen Koeffizienten in den alten und dem Winkel a so dar: 
J
A' - A coslla + 2 B cosa sina + 0 sin'la, 
E ... - A cosa sina + B (cos'a - sin1a) + 0 sina cosa, 
(3) 0' .... A sin'a - 2B sina cosa + 0 coslla, 
D' = D COsa + E sina, E' - - D sina + E COSet, F' = F. 
Aus den drei ersten Gleichungen (3) leitet man leicht die fol~ 
genden ab: 
A' + 0' = .A + 0, 
A' - 0' =- (A - 0) cos 2et + 2B Bin 2«, 
- 2B' == (A - 0) sin 2« - 2.3 oos 2«. 
Durch Quadrieren und Addieren der zwei letzten Gleichungen folgt: 
(A' - 0')' + 4B"- (A - 0)1 + 4B'. 
Zieht man hiervon die Gleichung (A' + 0')' = (A + 0)1 ab und 
teilt die Differenz durch 4, 80 ergibt sich: 
(4) B"- A'O' == Bi - A O. 
Da auch fi1r die in (2) gegebenen A', E, 0' die Gleichung (4) 
gilt und übrigens jede Transformation eines unserer rechtwink-
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ligen Koordinatensysteme 1) wieder in ein solches aus einer Par-
allelverschlebung und einer Drehung um den Nullpunkt zusam-
mengesetzt werden kann, 80 folgt: Bei tJbergang EU einem neum 
rechtwinkligen System besteht Ewischen den neuen Koe(fieierden 
A', B', C' und den alten A, B, C stets die Gleichung (4); der lVert: 
(5) J= B'l_ AC 
bleibt demnach bei Aus(ahrung der Transformation unveränderlich 
oder "invariant" und soll deshalb als ,,Invariante" der Gteichtmg 
(1) und der durch sie dargesteZlten Kurve benannt werden. 
§J<,. Die Kurven zweiten Grades mit nicht-vel'llOhwinden-
der Invariante. 
Ist die Invariante J der Gleichung (1) S 65 nicht gleich 0, 
so gibt es ein und nur ein solches Zahlenpaar a, b, da.B die Par-
allelverschiebung x - x' + a, y ~ y' + b eine transformierte Glei-
chung mit zugleich verschwindenden Koeffizienten D' und E' der 
linearen Glieder ergibt. Damit nIlmlieh J)' - 0, E' - () gilt, 
müssen zufolge (2) S. 6ß die a, b den Gleichungen: 
Aa+Bb- lJ, lIa+Ch~---R 
genilgpn, deren Auflösung die eindoutig hestimmten, f'ndlichen 
Werte lil'fert: 
(1) CD-BE a- "J h = AR-BD. 
.! 
Da man die letzte Gleichung (2) S. 66 in der Gestalt: 
p' = a(Aa + Bb + D) + b(Ba + Cb +E) + Da + Eb + F 
schreiben kann, so folgt für die in (1) vorliegenden a, b: 
F' == Da + Eb + F = DeCD -; BE) + E(~Y!T~D) + F, 
- J·F' = D(BE- GD) + E(BD -AE) + F(AC-B') 
Der hier rechts auftretende Ausdruck heißt die "Disk'l'iminaftt~" 
der Gleichung (1) S. 65 und werde mit Li bezeichnet: 
(2) Li-ACF+ 2BDE- AE'- OD'-FB'. 
Die ausgeübte Parallelverschiebung Iiefl"rt, wenn die neuen Ko-
ordinaten gleich wieder x, y genannt werden, als transformierte 
Gleichung: 
(3) .d Axt + 2 Bxy + Cy' "'" J' 
1) mit der S. 2 gegebene Vorschrift über die Anordnung der pOli-
tiven Achsenrichtungen. 
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Dieser Gleichung genügt mit dem Punkte (x, y) stets auch der 
Punkt (- x, - y). Es folgt: Der neue Nullpunkt und also der 
Punkt (a, b) im alten Koordinatensystem ist ein "Mittelpunkt" der 
dargestellten Kurve, tmd zwar 1) der einzige Mittelpunkt derselben. 
Ist A = 0 und B = 0, so gilt voraussetzungsgemäß A 9= 0, 
und wir haben die Gleichung: 
(4) x2 + yt = :X 
Liegt dieser Fall nicht vor, so gibt es einen und nur einen end-
lichen oder unendlich großen Wert tg 2 Ci, für welchen: 
2 B' = - (A - 0) sin 2 (X + 2 B cos 2 Ci = 0 
gilt, nämlich: 2B (5) tg 2 Ci = A-= d . 
Hieraus berechnen sich vier untereinander um 90° differierende 
Winkel cx, so daß, abgesehen von Vertauschungen der Koordi-
naten und Änderungen der positiven Achsenrichtungen, ein und 
nur ein Achsenkreul! mit dem Mittelpunkte als Nullpunkt existiert, 
für welches in der transformielten Gleichung der Koeffizient B' 
verschwindet. Wir wählen einen unter den vier Drehungswinkeln a, 
bezeichnen die neuen Achsen als "Hauptachsen" der Kurve und 
gewinnen als transformierte Gleichung (wieder in x, y geschrieben): 
(6) A ' 2 + 0' 2 _ .:1 x Y - J' 
da. zufolge der letzten Gleichung (3) S. 66 bei uer ausgeühten 
Drehung das Absolutglied der Gleichung zweiten Graues unver-
ändert bleibt und die Koeffizienten der linearen Glieder nach wie 
vor verschwinden. Für die Koeffizienten A', 0' gilt nach den 
Rechnungen von S. 66: 
A'O' = - J, (A' - 0')2 = (A- 0)2 + 4B2. 
Da J =+= 0 ist und der Fall A = 0, B = 0 nicht vorliegen sollte, 
so ist keine der Größen A', 0' null, und sie sind voneinander ver-
schieden. 
Es sei nun erstlieh die Diskriminante LI =1= O. Bei der Glei-
chung (6) unterscheiden wir vier Fälle je nach dem Vorzeichen 
der von 0 verschiedenen Werte der Quotienten 71':::j' t!J und 
schreiben, um die Fälle durch Formeln unterscheiden zu können: 
(7) ,(] .1 _ b' C'J = - A' C'2 - ± . 
1) wie die weitere Entwicklung zeigt oder auch leicht aus der 
eindeutigen Bestimmtheit der in (1) berechneten Werte a, b gefolgert 
werden kann. 
Kurven 2. Grades mit nicht-vcr"chwinaendor Invariant,tI fi!1 
Die Gleichung (6) nimmt entsprech!'nd folgende vi!'r fiestaltpll 
an, denen wir jeweils eine durch Multiplikation der mrirhnngrn 
(7) mit Rücksicht auf A'C' = - J leicht herstellbare Darstellung 
von J anfügen: 
x' y' 
a' + b·' = 1, .1' J = - a'b 2 J" 
x' y' 
a' - bi = 1, 
.1' 
J = + a'b'P' 
x' yi 
- a' + l)! = 1, 
.1' 
J = + a'b'J" 
.1' 
J = -. (i2-i>!J" 
Die letzte Gleichung ist durch kein reelles W rrtepaar x,!I zu be-
friedigen. Um doch noch die "Sprechweise" beizubehalten, daß si!' 
eine Kurve zweiten Grades darst!'lIe, sagt man in diesem Falle, 
die Kurve sri imapinär. Die Diskussion der GIAichunl{ (4), die 
bei A = C, R = 0 eintritt und zufolge (5) lind (2) S, fi7 auch 
geschrieben werden kann: 
2 I 2 1)' j J';' - A F 
:r,-!J"' ,1' 
j,t leich1 f'r1edigt.. ZusanllTlpnfassend halwn wir dpn RlIt.z: Sind 
dil: Invariante .r uml dil; ])i"kriminrm!r ,d ron () l'rr,w'hi,rr!rn, so 
stellt die Gleichung (1) .",'. 65 stets eine l/,1fpl'1·/Jrl dar, (alls .I> 0 
ist; gilt indessen .I < 0, ohne daß drr bl'sondere Fall A = r, 
B = 0 zutrifft, so hat man eine von einem Kreise vcrsr:hicdenc 
Ellipse oder eine imaginäre Kurve zweiten Gmdc..~, je nachdem 
(A + C)L1 < 0 oder> 0 ist. Gilt endlich A = C, B = 0, so hat 
man einen Kreis (ür D! + E 2 - AP > 0 und rine imaginät·( 
Kurve (Kreis mit imaginärem Radius) fiir D 2 + E 2 - Al' < O. 
Das Kriterium dps Vorzeichens von (A + C)L1 ergibt sich leicht. 
aus den Gleichungf'n (7) mit HiirkRicht auf die S. 61> bewiesene 
Gleichung A' + C' = A + C. 
1st zweitens die Diskriminante LI = 0, so onln(\n wir dip hri 
A = C, B = 0 rintretende Gleichung (4) der alJgemoinerrn Glei· 
chung (I)) mit J< 0 unter. Die Gleichung (6) aber kleidf'n wir 
für den vorliegenden Fall LI = 0 durch Multiplikatinn mit dem 
von 0 verschiedenen Faktor A' in die Gestalt: 
A'2.r2 _ J!12 = (A'x + Yl/.r) (A'x - .1IV',I) = 0 
und lesen hieraus den Satz ab: Ist die Int'arialltr J =+- (), u'iih· 
rend die Diskriminante L1 verschwindet, so stellt die Gleichung (1 ) 
S. 65 zwei einatuler in einem endlichen Punkte schnri.rlcnde Ge-
rade dar, {aUs J> 0 ißt; giU hingegen J < 0, so steUt die mei· 
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chtmg (1) S. 65 nur einen einzigen Punkt dar. Doch sagt man im 
Anschlup an die letete Gleichtmg, die Kurve zerfalle in zwei ,;kon-
jugiert imaginäre Gerade" mit einem "reellen Schnittpunkte". In 
der Tat ist ja für J< 0 der Nullpunkt des neuen Systems, dem 
Punkte (a, b) im ursprünglichen System entsprechend, der ein-
zige reelle Punkt, welcher die letzte Gleichung befriedigt. 
§ 41. Die Kurve zweiten Grades mit verschwindender 
Invariante. 
Ist J = BI - A 0 = 0, so sind die GröBen A, B, 0 entweder 
alle von 0 verschieden oder es verschwinden B und eine der Grö-
Ben A, O. Jedenfalls ist also einer der Koeffizienten A, 0 nicht 
gleich 0; es sei etwa A von 0 verschieden und > 0.1) Aus: 
A(A + 0) = All + Bi> 0 
folgt, da.B dann auchA + C > 0 gilt. Für die Diskriminante .d 
ergibt sich aus (2) S. 67 mit Rücksicht auf AO = Bi: 
Li == - A·E' + 2B·DE - G.D', 
also durch Multiplikation mit - A und Ersatz von AG durch 
BlI im letzten Gliede: 
(1) - ALi - (AE-BD)'. 
Ist nun erstlich die Diskriminante Li + 0 und also auch 
AE - BD + 0, so setzen wir zur Abkürzung: 
sgn(AE-BD) = E 
und folgern aus (1): 
(2) AE- BD = Eyr AA, 
wo die Wurzel positiv zu nehmen ist. 
Man drehe jetzt das Koordinatenkreuz um den durch: 
. ,/--:r- B ,/----;r-
sm« = - E V A +0 ' cos IX = E .A V .A + (J 
mit positiv genommener Wurzel gegebenen Winkel «t) und fin-
det für die transformierte Gleichung: 
A' == 0, B' = 0, C' '"'" A + 0, D' = - V.A +..1 (J' F ' = }'. 
1) l.It A """ 0, (J + 0, 80 gehe man vermöge der "Drehung" :c = - y', 
y = ~ der Achsen zu einer Gleichung mit A' =i= O. Ist A < 0, so ge-
nügt der Zusatz des Faktors - 1 zur Gleichung (1) S. 6b, um die 
Voraussetzung des Textes zu erfüllen. 
2) Man überzeuge sich, daß die Summe der Quadrate der beiden 
in den letaten Gleichungen rechts stehenden "reellen" Zahlen gleich 1 ist. 
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Die erste und fünfte Gleichung folgen aus (3) S. t'i6; di(' zwpitp 
und dritte folgen aus der Invarianz von (B 2 - A C) und (A + C) i 
endlich ist die vierte Gleichung, in der die Quadratwurzel positiv 
zu nehmen ist, mit Benutzullg von (2) leicht aus dem unter (3) 
S. 66 für D' gegebenen Ausdruck zu entntlhmen. Die transfor-
mierte Gleichung (sogleich wieder in x, y geschrieben) hat hier-
nach die Gestalt: 
(3) (A+C)yS- 2VA.:CX + 2E'y + F- O. 
Zur Abkfirzung setze man: 
E' 
- A+C = b, 
wobei p > 0 gilt; weiter berechne man a aus: 
b' - A+C- - 2ap. 
Die durch (A. + C) grteilte Gleichung (3) nimmt die Form an: 
(y -- b)' - 2p(x - a) 
und g('hl, durrh die Parallelverschinbung X ~ x' + (J, !! ~ y' + b in 
y" = 2px' 
über: Die Gleichung (1) S. 65 mit vCf"schwindender Infianan.({' .I. 
aber nichl-rerschU'indender Diskriminante L1 stellt eine Parabel dm', 
Ist zweitens L1 = 0, 80 multipliziere man die Gleichung (1) S. 6[, 
mit der positiven Zahl A., ersetze im dritten Gliede AC durch 
B' und im fünften Gliede das Produkt A E durch d8.8 (wegen 
L1 = 0) ihm gltliche Produkt BD. Die Gleichung (1) S, 6.1 
schreibt sich dann: 
(Ax + By)' + 2D(Ax + By) + AF - 0, 
(Ax + By + D)2 - (D' - Al") - 0, 
so daß ihre linke Seite in das Produkt zweier linearer Faktoren 
spaltbar ist: 
(Ax+By+D+ y'D'-Al") (Ax+ By+D-y'D'-Al") - O. 
Ist J - 0 und L1 0= 0, so stellt die Gleichung (1) S. 65 twr; par-
allele Gerade oder eine ,.doppelt getählie" Gerade (efui tU.,ammen-
faUende Gerade) dar. oder sie ist dlJrch keinen reellen Punkt tU 
befriedigen, je naehdem (A + 0 vorat48gesetEt) D' - ÄF > 0 oder 
- 0 oder< 0 ist. Im letzten Falle sagt man auch, die X,wve ter-
falle in ewei parallele "imagiMre Gerade". 
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Kap. V. Einige bei einfachen Mechanismen auftretende 
Kurven. 
§ 42. Begriff der Gleitkurven und Beispiel der Ellipsen. 
Eine gerade Strecke AB soll sich in der Ebene so bewegen, 
daß ihre Endpunkte A, B an zwei fest gegebenen Kurven ent-
lang gleiteIl. Ein beliebiger Punkt P der Strecke beschreibt dabei 
~---- eine Kurve, welche man als A "Gleitkurve" bezeichnet; die bei-a den gegebenen Kurven, längs deren die Punkte A, B wan-B' Q' b dem. mögen die "Bahnkurven" 
I 
--t;o;;-----H---'~B~ heißen. 
Der einfachste Fall ist der, 
daß die beiden Bahnkurven 
L~ zwei einander senkrecht schnei-a dende Gerade sind. Wird die A' Strecke AB durch den Punkt P, welcher die Gleitkurve be-
schreiben soll, in die beiden Flg.66. 
Teilstrecken AP = a, B P = b zerlegt, so gilt der durch Fig. 66 
näher erläuterte Satz: Die durch den Punkt P beschriebene Gleit-
kurve ist die Ellipse der Hauptachsen 2 a und 2 b I die atl{ den 
beiden Bahngeraden gelegen sind. Wählt man nämlich die heiden 
Bahngeraden zu Koordinatenachsen, so folgt aus Fig. 66, in wel-
cher zwei Lagen AB und A' B' der gleitenden Geraden fixiert sind, 
für die Koordinaten x, y des Punktes P: 
o7i = I x ; , Q B = + y'b9 - y2, I x I : y'b 2 - y2 = a : b ; 
alls dieser Proportion aber entnimmt man für x. y sofort die Glei-
A 
() 
Flg.67. 
chung der fraglichen Ellipse. 
Zu einem iihnlichen Ergebni~ 
gelangt man, wenn der Punkt P 
auf der Verlängerung der Strecke 
AB etwa über B hinaus ge-
legen ist. Setzt man a1rr:h jetzt 
A P = a, B P = b, sn beschreibt 
der Punkt P wieder die Ellips1' 
dN' Hauptachsen 2a und 2b, die 
au,," den Bahngeraden gelegen 
silld. Aus Fig.67 entnimmt lllan nämlich: 
ii(J = + Ybs-=!l, o-jj = I x I - y'b i - !l, 
worauf die Proportion OB: BQ = AB : BP oder 
(.r: Vb 2 ,1l;;):VI12-!f~(1I b):b 
l'l'nl'ld wr m .. ichung drr Ellipsr 7.UriickführL 
.\.uf die abgeleitelell Sätze gründet sich die KOllstruktion orr 
bekannten "Ellipsenzirkel" nurr "Ellipsographen". 
~ 43. Gleitkurven V'ierten Grades beim Schubkurbel-
mechanismus. 
Der Endpunkt A der Strecke ABgleite auf einem Kreise, der 
Endpunkt B auf einer durch den Kreismittelpunkt ziehenden Ge-
raden. Der Radius des Kreises sei gleich a; die gleitende Streeh 
AB werde durch den Punkt P, der oie zu untersuchende Glrit-
kurve beschreiben soll, in die Teilstrecken A P = bund 11 P .= (' 
geteilt. 
Die hiel' in Betra,·ht kO/lllllende Bewegung wird rlllrcl! den 
"Schubkurbelm('rhani~mus" <lnr M as,~hinentc('hnik verwirk lieht. Ist 
/" 
, n ( {/ 
.... 
j 
Fig. ßR 
Pl'-tlich die Länge (b + c) dm' Stmrkc AB gröBer al8 clrr H.adius tI, 
so liegen di" in Fig. !)~ skizzierten V crhfiltnissn vor. Die "Kmhf>l" 
o Ader Liing" () A = n denke man sich ab eine um () in <leI' 
Ehene rlrehharf' Stange; illl Endpunktp A derselhrn ist Illitt,,!, 
einüs fielenkes dir! "Schuhstan;!p" AB dm' LitnW AB b + ( 
angehlinpt, deren zweitf'r Endpunkt B, der "nJUitPUllkt" (,la, 
,,(;}eitstück") Hings einr Ueradml () [) verschiellhar ist. Wächst dH 
"Knrbelwillkf'l" {} ~~ '} A () H von 0° his ;)()()o, so }ws"hrriht <lflr 
taeitpunkt B dip st.ark ausgpzo~ene Strf>l~kf~ j) C dflr Bahn-
gcradl'll VOll j) bis C un'\ 7,urück. Din vom l'unldn l' 11!'~('hrü!bplll' 
Gleitkurve hRt., wir Fig. 68 zeigt, "inn ovalf' Grstalt und hat dip 
Babngerade zur Symmrtrirlinir. 
Den Fall b + c< a erläutert. Fig. 09. Birr glritrt, tipI' Punkt. A 
nur längs des mit EF bezeicbnetl'n Kreisbogens, drr zur Rahn-
geraden symmetrisch ist und der Sehne EF = 2 (b + c) entspricht; 
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der a.ndere Endpunkt B der gleitenden Strecke ist in dem wieder 
durch 0 D bezeichneten Intervall der Bahngeraden beweglich. Die 
vom Punkte P beschriebene Gleitkurve hat (Fig. 69) eine sichel-
förmige Gestalt und wird wieder dUrch die Bahngerade in zwei 
symmetrische Hälften zerlegt. 
Um die vom Punkte P beschriebene Gleitkurve analytisch zu 
untersuchen, wl1hlen wir den Kreismittelpunkt 0 zum Nullpunkt 
o [) 
Fig.69. 
und die Bahngerade OD zur positiven x-Achse eines rechtwink-
ligen Koordinatensystems, vorübergehend auch 0 als Pol und OD 
als Achse für Polarkoordinaten. Der Punkt Ä habe die Polarkoor-
dinaten a,.a- und also die rechtwinkligen a cos.o- und a sin .0-. 
Der Punkt B liegt auf der 3:-Achse und habe die Abszisse xo; da 
.AB - b + c gilt, so ist nach (2) 8. 7: 
(xo - a oos .a-)' + a' sin'.a- = eh + c)', 
(1) Xo - a C08.a- t V(1J + c)' - a' sin'{/'. 
Der Punkt P der Koordinaten x, y teilt die Strecke AB im Ver-
hlltnis h : c, BO daß zufolge (8) S. 9: 
(2) bxo+aCC08& acsin& x- b+c ,y- b+c-
gilt. Trägt man den in (1) gegebenen Wert Xo in die erste diesel' 
Gleichungen ein, 80 folgt:, 
(h + c)x - a(b + c) 008'" ± b r(h + c)' - a l sin' {/' 
und also unter wiederholter Benutzung der zweiten Gleichung (2): 
cx =F b V cl y' - ac oos "', 
(8) (cx =F h V c' ,,)' - a'c' - (h + c )'r. 
lTntersuchung der Gleitkurve 4. Grad"s 7fl 
rsolirrt man nach Ausrechnung des Quadrats linkrr Hand das 
einzige noch auftretende irrationale Glied !luf drr rinen Seite der 
Gleichung und quadriert nochmals, so entsteht. einr durrhwrg" ra" 
tionale Gleichung vierten Grades in x und !I, die übrigens nu~ die 
Quadrate der Koordinaten enthält. 
Will man die Gleitkurve auf Grund ihrer Gleichung diskutierrn, 
so setze man die letztere in die Gestalt 1) : 
(4) cx = ± bVcs-- y! ± Va!c2- 0+c}2!i
'
. 
Soll x reell ausfallen, so muß, je nachdem b + c> (( (Fig. 68) 
oder< a (Fig. 69) ist, y den Ungleichungen: 
(5) ac uc - .-' < 1f < +---- odrr -- c < y <' + c II+c=' = b+c 
genügen, und man erhält für jedes !I im Innern des Jnft'rvalls vi .. r 
paarweise entgegengesetztü Wrrte von x. Fiir dip, (j](~idJllt·it,zeiehel1 
in (.5) ergebe" sieh, wiü man leicht Arkül1nl., in Figg. lil' lind 69 
die hilehsten und tiefsten Punkt" d .. r (;],'itkor\"ol1, /1;, /" Ir<lrlddf 
J{urvl' virrtrn Gnu!rs /Jrsl!'h! {/IIS ::/I'lj /1I'::ii.'l'irh t1t'1" .'I A,k<r "1'/1" 
lIud'l" -',I/11I/1/1'lnsI1/1'1I .'11 srhl"SS1'111'11 .. '" II/TI'/1..: 111/1'11", drY! n )ldrr dll' 
,f- A.!tu ,,/-' SI/milli Irlf'lilli, '1(11; diT lin\,~IiI'f~"llIl" \\\1)'\"I'11111F: i~l 
111 <1"11 FI~"l>I'n ,j\\';\S j','illl'f aq"J."'!"VI'11 Ilt'r !\Ilrb"hll" .. halllsmll' 
hf'f,'r! III'i dn >!,,\\';ildtl'll An()fdllllng~1 <!PII f."'hts!H'J.'I'nd,,n !\l1nl'fl 
Z1lg als dil' \'nm 1'11111;11' J' 11l'SI'hri,,1Il'n.' l;jl'ltkllr\'P, 
In dem llishrr nllsg,'sl'hlllssl'n"1l l'11f'rgangsfa!!!1 1> ! ('~. (J Sp171' 
man diA Glril'\ll1ng (4) in ,li" (;r8tal1 S): 
(6) ::1_ 0' ~- ::'~ /11/,2 .. .'/2 + (11 + c) V'c;- !l 2, 
Hieraus brrpchnet man lrirht: 
,r' ,"- !I' 
(21)+(')' ' c' (7) 1, 
jp nat'll.]pm in (I») rrchtrr Hand im enden U]j('elp das llntf>f!' 0<l.'I" 
oh")',, Zeichen gilt, /1/1 F'lIIr h .+ r. ~ (J ,~I'IIliill dir l\'lIrll' !'I er/NI 
(;)'(,I1('s ili rilll' l~llil"'1' 71/111 eil/m dir IrI::tN!' 111 dI'll "",'h'il, 'punk/I"I 
,/er klr;1I1'11 Ach"!' Dt'/"iili/,('/ul!'n l\'r/is, (;romel ris,'h ist <li.'s Erg,.h· 
lIis l'inleuf'htl'll,l: r"lliingprt man nämlich AR iilH'r A hinans hi~ 
1) R"chtrr Hand krnnmpn all .. viN Z"idlPllkolllbinatinnen 7,lIf 
nc1tung, 
2) 'Satiirlich gelangt. man 7.1lUl an.lon'lI 1\1lnl'nllJ:~", "1'1111 man 
durch Umlagernllg dPR ,\!,'challiRllIu' ,1"11 (;]I'itl'llnht an!" dip 11 I.'gaf 1\ I' 
x·Achse ycr]pgt. :\fan Leachlr. daß dip ßllalyt.is\'h l ' !\CChllllllg Hir [,ri.j(' 
Anordnungen gilt, insofern iibcr dR~, VorZf'irhen d,'~ lI1it, ,r., Ltl7.eic.h, 
neten Koortlinate deB l'unkteR n kClIlA hf>souderr \ oraIl8Ret7,\ln~ gr 
macht wurde. 
3) Es bind wieder alle vier Zeichenkombina,tion.'n zuzulassen, 
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zum Punkte G der y-Achse, so ist die Verlängernng A G = b + C - (I, 
und die Strecke B G vollführt die in § 42 betrachtete Gleitbewe-
gung, bei welcher der Punkt P eine Ellipse beschreibt. Hinzu kommt 
ft1r den Fall der Koinzidenz der Schubstange mit der Kurbel 
noch eine einfache Drehung um 0, bei der B auf der Bahngeraden 
im Punkte 0 festliegt und A den Bahnkreis beschreibt. Diese Be· 
wegung liefert den Kreis (7). 
§ 44. Gleitkurven sechsten Grades beim Kurbel-
mecha.nismus. 
Die Endpunkte der Strecke AB sollen sich jetzt beide auf 
Kreisen bewegen, die nicht konzentrisch seien. Diese Bahnkreise 
mögen die Mittelpunkte 0 und 0' und die Radien 0 A = a, 0' B .... b 
~--~-'~'---
\, 
----------------------lI'ig.10. 
haben. Durch den Punkt P werde die Strecke AB in die Teil-
strecken AP -. c, BP = d geteilt. 
Die hier vorliegende Bewegung der Strecke AB ist im "Kurbel-
mechanismus" verwirklicht. Wir denken die "Kurbeln" OA und (JE 
um 0 und 0' drehbar und hängen in den Endpunkten A und B 
die als "Koppel" bezeichnete Strecke AB mit Gelenken ein. 1) Der 
Kurbelmechanismus hat, seitdem er in dem bekannten Wattsehen 
Parallelogramm zum erstenmale auftrat, in der Maschinentechnik 
1) Modelle Boleher Mechanismen kann man sich leicht aus je drei 
Pappstreifen herstellen, die mlln mit Stecknadeln bei.A und B in 
Gelenken verbindet und bei 0 und 0' auf dem Reißbrett fixiert. Mit 
solchen Modellen sind die in Fig. 70ff. angegebenen Kurven gezeichnet. 
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die vielfältigste Verwendung gefunden. Zu Ehren von Watt nennt 
man die von einem Punkte P der Koppel beschriebene Kurve auch 
eine I,lVattsche Kurve". 
;----------------------- \ 
o 
. -
JI'Ia. 71. 
In Fig. 70ff. sind ninige (;loitkurven dil'f!l'r Art ge7.l'irlmI'1., ßllS 
denpn die V ~rs('hiedenartigkeit ihr~r Gestalten hprvorgdlL Die 
Bahnkreise sind 
in den Figuren 
70 bis 72 inso-
weit angegeben, 
als sie von den 
Punkten A und 
B tatsächlich be-
schrieben wer-
den. Im Falle 
der Fig. 70 be-
steht die ge-
samte Wattsche 
Kurve aus zwei 
getrennten Kur-
venzügen; der 
~.n. 
Mechanismus 
beschreibt (im 
Gegensatz zu 
den in Figg. 71 und 72 vorliegenden Verhältnissen) bei stetiger 
Durchlaufung seiner Lagen nur erst den einen in der Figur stärker 
hervorgehobenen Kurvenzug und muß, wenn man den anderen 
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Zug gewinnen will, unter vorübergehender Lösung eines Gelenkes 
na.ch unten verlegt werden (s. die Anordnung 0 A" B" 0' in 
Fig.70). 
Zur analytisch~n Behandlung der vorliegenden Gleitkurve führe 
man ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit 0 als Nullpunkt 
und 00' als positiver x-Achse ein, in welchem P die Koordinaten 
x, '!I habe 1). Daneben gebrauchen wir vorübergehend ein zweites 
System mit 0' als Nullpunkt und ein drittes bewegliches System 
mit A als Nullpunkt, wobei die Achsen dieser beiden Systeme 
denen des ersten parallel und gleichgericht.et sein sollen. Auch 
die drei zugehörigeu Systeme von Polarkoordinaten ziehen wir 
heran; dabei soll der Pol des zu "einem rechtwinkligen System 
gehörenden" Polarkoordinatensystems der Nullpunkt des recht-
winkligen Systems sein, während die Polarachse mit der positiven 
x-Achse zusammenfalle ((1) S. 4). 
Die Amplitnde von A im ersten System heiße g>, diejenige von 
B im zweiten System sei 1/' (in Fig. 70 angegeben), und endlich 
werde die gemeinsame Amplitude von P und B im dritten System X 
genannt. Da A im ersten System die rechtwinkligelJ Koordinaten 
a cos cp, a sin g> hat, dem Punkte P (mit den Koordinaten x, '!I 
im ersten System) im Systeme des Nullpunktes A aber die recht-
winkligen Koordinaten e cos X, e sin X zukommen, so folgt aus den 
Formeln (1) S. 5 für die Parallelverschiebung der Achsen: 
(1) a cos cp = x - c cos X, a sin g> = Y - c sin X· 
Nennt man die Entfernung 07/ kurz c, so lassen sich die recht-
winkligen Koordinaten von B im ersten Systeme wieder mit Be-
nutzung von (1) S. 5 in die Gestalt c + b cos 1/', b sin.'IjJ kleiden. 
Wiederholen wir demnach die soeben für P ausgeführte Überlegung 
für den Punkt B, dessen rechtwinklige Koordinaten im dritten 
System (e + cl) cos X, (e + cl) sin X sind, so folgt: t 
a cos g> = e + b cos '1/' - (e + cl) cos X , 
a sin cp = b sin 1/' - (c + cl) sin X 
und also durch Subtraktion der Gleichungen (1) von diesen Glei-
chungen: 
(2) x - e + cl oos X = b cos 1/', y + cl sin X = b sin 1/'. 
Aus den vier Gleichungen (1) und (2) entsteht durch Elimi-
nation der Winkel cp, 1/', X die für x, y gültige Gleichung der Gleit-
kurve. Zur Abkürzung der Gleichungen schreibe man: 
1) Man mache sich die folgenden Angaben etwa an Fig. 70 an-
schaulich; übrigens ist die Entwicklung so angelegt, daß sie in jedem 
Falle gültig ist. 
Wattsehe Kurve BPchsten GradeR 
.... l
C 
(.1'2+ y2_ a2+ c2) = F(x, !/), 
1 
2 d (x - e)2 + .112 - b2 + cl!) = 0 (x, .11) , 
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,0 daß Fund G zwei Ausdrücke zwritcn Grades in x und y sind. 
Durch Quadrieren und Addition der Gleichungen (1) und sodann 
der Gleichungen (2) folgt: 
x oos X + Y sin X = F, C cos ~ - x cos X -- Y sin X =- G 
und also weiter: 
ey cos X = y(F+ G), cy sin X = - (x-e)F- xG. 
Die Elimination von X liefert endlich: 
(3) y2(F + G)2 + «x - e)F + x G)' - c'y! <= 0 
Oller in etwas anderer Gestalt: 
('iIlf' Oloichllng, di .. ill .l, Y VOll' s"chst('11 (lrad,~ 1St. und y llur in 
gl'rn<lp11 l'otf'nzPlI I'nt 1,1l1t (Ja Illi t ,'rh:dt /'11 wir da,s Erw·jlllis: J)U 
als .. lj'lI!tsc!u' /{,U"/'(''' 1".:('/('11111'11'. I Mn 1111111i(1' I' (J,.s r:lO'/,r!mrrha-
}/i'"/i/S ll"lir{I'1'lr' (;/1'111.'1111'1 i.'1 nnn sr,II,'lcn Umdl u1Hi hili dir 
r"rliin,bmgsf/'Twlr ""I' l!rll]rn Arri.,millrlpunklc () m/ll ()' t:w' 
,'"'.IIlYImrtndinir, 
Ein bemerkenswerter S)lPzialfalJ tritt pin, wt'nn das Vit'reck 
() A B ()' ein Parallelogramm ist und P als Mittelpunkt der Koppel 
gewählt wird, d. h. also wenn a = b. 2 c = 2 d = c gilt. Man übe 
in diesem Falle die durch: 
,e I 
x=x+ 2' y=y 
gegebene Parallel verschiebung der Achsen aus, so daß der neue 
Nullpunkt der 'Mittelpunkt der Strecke 00' wird. Unter Benutzung 
der Abkürzung: 
X'2 + y'2 _ a 2 =, (x ___ ~) '+ 11'- a' = lI(x', y'j 
ergibt sich sofort,: 
cF= 11 + (',X , cG = JI - c:r + ('i , 
c(F+ G) = 2/1 + c', ('(F- G) = 2cr', 
c«(x-c)Ji' + xG) = cx'(Ji' + G) - ;' (F- G) ~= :!x' 11, 
so daß die Gleichung (3) der Gleitkurvt' nach Multiplikation mit c' 
und Division durc.h 4 jetzt in: 
(x' 1 + y")H' + c''!!'' H "'" 0 
Ausartung der Wattachen Kurve 
oder ausflihrlieh geschlieben in: 
(X"+,'_ a') {(x'lI+ 1/lI)'*- a'x"+ (e'-a2)y"} = 0 
fibergeh t. Ist das Viereck 0 ABO' ein Parallelogramm, so zerfällt 
die durch den Mittelpunkt P der Koppel AB beschriebene Gleitkurve 
PlB.78. 
Ptlr. 74. 
in den Kreis des 
Radius a um den 
neuen Nullpunkt, 
d. i. den Mittelpunkt 
der Basis 00' und 
eine durch: 
(5) (X"+y'lI)2_ 
aSx'lI + (e2_ a')y" 
..... 0 
gegebene Kurve vier-
ten Grades, welche 
die neuen Achsen zu 
Symmetrielinien hat. 
Die Kurve vier-
ten Grades berührt 
den Kreis von innen 
in den heiden Schnitt-
punkten des letzteren 
mit der x' -Achse und 
hat, falls a < eist, 
die inFig. 73 gezeich-
nete schleifenfdrmige 
Gestalt, für a > e 
aber die in Fig. 74 an-
gegebene Form; end-
lich ffir a ,.". e zerfallt 
sie in zwei Kreise, die 
die 1l-Achse im N ull-
punkte berühren. Für 
den Fall e = aV2 
gelangt man zu der 
a.ls ,,Lemniskate" be-
nannten Kurve. 
Bezeichnen wir mit r, a- die zu den DeueD x', 1/' "gehörendenll 
Polarkoordinaten , so gilt z' = r cos -&, y' =- r Rin a-, und man er-
hUt als Polargleichung des durch (5) dargestellten Bestandteils 
vierten Grades der Gleitkurve : 
(6) 
t , 
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Hif'raus folgt leicht, daß die fragliche Kurve vierten Grades in 
naher Beziehung zu den Kegelschnitten steht. übt ma.n nämlich 
die S. 25 erklärte Transformation der ,,Inversion" am Kreise des 
Radius (1 um den neuen Nullpunkt aus, so gebt der l'ullkt I)', {T) 
in elen durch: 
a' 
r = r" 
gegebenen Punkt (1", {T') über. Die Gleichung (6) geht dabei m: 
a4 = a2r'2 _ e2r' 2 sinl {T' 
oder bei Wiedereinführung der rechtwinkligen Koordinaten x', y' in: 
(7) x' t (e' - a~ y' • af - , . a' = 1 
I1ber: DU/'eh Inversion ri/'!' ]{urv( (5) um .Kn'isc des Radius a um 
den w'uen NuJ./punkt erl,allen tcir sOlllit (ür (' > a rin!' llY}lerbrJ, 
für I? < a eine 'RlIiJ,sf, ll'Ol)('i allf1nal () ()' t'illr IIIl1(JdaelJ.~(' dar· 
strllf; im t'brrpan.!J,,(allc I' ~, all/I/ mIm I'1n (; ,'radrtlJlaar, näm· 
lieh dos .:ur Orditl(dl''I1fIr.'',~1 par(Jlltlt 'J'1I11,i1I'nt"l1JIIWI' des li1'lisr,~ 
,'om /lUrl'IIS a. 
~ ,I."l. lnvenoren und Goro.dführungen. 
)fan denke sich die Seitl'n A 1J - a, Re' = I), (' /) - (', 
DA = d eines ebenen Vierecks aIR St.äbe, die in den Erken 
A, B, C, D durcb Ge-
lenke aneinander ge-
bunden sind. Mittels 
solcber "Gelenkvier-
ecke " lassen sicb 
Mechanismen, soge-
na.nnte "Inversoret!", 
herstellen, welche die 
S. 25 erklärte nnd 
eben wieder berange-
r ____ ~;;----·\ f - --( D .-.- .. - .... - I 
I I 
i 
\ -'- .-
• -<>-
8 
zogene Transforma- A 
tion der "Inversion" L ___ -------------- ------
an einem Kreise zeicb-
nerisch ausführen. 
Plg.15. 
Bei dem von Hart angegebenen Inversor gebt man von einem 
Parallelogramm aus, setzt also c ~ a, d - b, lind nphme a > b 
an. Da..~ Gelenkparallelogramm ABC D bringe man soda.nn in 
die durch Fig. 7.') angegebene "überschlagene" Gest.alt, bei der 
also die Eckenanordnung ADBO ein Antipara.Jlelogramm liefert, 
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Die beiden parallelen Seiten A 0 = e, B D = f des letzteren ge-
nügen nach einem bekannten Elementarsatze der Gleichung l ): 
(1) e· f= a2 _ b2• 
Parallel zu den Seiten e und f lege man nun die Transversale 
0, P, P', Q durch das Gelenkviereck und setze zur Abkürzung: 
..10: b = AP: a = A, op = r, oii' = PQ = r', 
Dann folgt leicht aus Ähnlichkeitsbetrachtungen: 
r : f = A, r': e = 1 - Ä 
und also mit Benutzung von (1): 
rr' = A(l-A)ef= ,,(l-A) (a2 _ bZ). 
Man denke nun den Punkt 0 der Seite AD des Gelenkvierecks 
in der Ebene fest. Alle dann noch möglichen Lagen des Vierecks 
sichern dem Punkt P freie Beweglichkeit in einem Kreisring um 
o "Vom Innenradius AP-- A 0- = (a - b) 1. und vom Außenradius 
(a + b) A. Setzt man abkürzend + VA (1 - Ä) (a2-:"":"li2) .... ~, so 
folgt H' = ('2 und damit der Satz: Beschreibt P irgendeine in 
jenem Kreisring gelegene Figur, so beschreibt p' die zu ihr bezüg-
lich des Kreises vom Radius ~ um 0 inverse Figur. 
Der von Peaucellier konstruierte Inversor (Fig. 76) besteht im 
wesentlichen aus einem Gelenkrhombus ABO D der Seitenlänge 
--______ ~______________ a, dessen zwei Gegen-
ecken Bund D auf der 
Peripherie eines Krei-
B 
Fig.76. 
e ses von einem Radius 
b > a beweglich sind. 
Die Beweglichkeit von 
B und D auf dieser 
Peripherie wird einfach 
dadurch hergestellt, 
daß man zwei um den 
Kreismittelpunkt 0 
drehbare Stäbe der 
Länge b in die Rhom-
busecken durch Ge-
lenke einhängt (Fig. 76). Aus der Betrachtung gleichschenkliger 
Dreiecke über dtlr gemeinsamen Basis B D erkennt man, daß 0, 
A und 0 auf einer Geraden gelegen sind. Setzt man die halbe 
1) Ist nämlich h der senkrechte Abstand der Seiten .AC und RD, 
80 gilt e -= Va' -hl + y'bl-=':-h
'
, f = Va' - -jii - Vb' hi woraus 
die Gleichung (1) folgt. ' 
Evolvente des }( reiSe!! 
HhOlllhl1s<lIllgonaJe BE ,= h un<l s{'l!reiht ahkürzellll (JA 
() r: = /, :"'() !!ili : 
~. = () 1'; - AR = J!fJ2 -- hS - };(1~ .. - 1/, 
r' = 0 F + R (; = Yb 2 - h2 + Ya 2 •.• h~, 
1', 
wilraus sich ergibt r . r' = 02 - a 2, Schreiben wir den,nRrl! 
+ Y02 - a2 = (!, so gilt wieder 1" • / = (>~. 
Der Punkt A ist hier zun1ichst in I'inem Kreisring um () mit 
dem Innenradius (u - a) und uem Außenradius (/I + a) beweg-
lich. Denkt man indessen in A und (' Schreibstifte angebracht, 
die ein Hinwegschieben der Seiten AB und A D ii bel' die Seiten 
C Bund CD des Rhombus verhindern, so ist A nur noch in 
einem Kreisrillg 11m 0 mit dem Innenradius (b -- 0) und dem 
Außenradius Q = YlJ2'~-a2 beweglich. BcsclwcilJi A in dic,,!:m 
Bereich/' i,'gfJldeillc Figur, S() :::l'icll11ct ;:11(ol,q(' r . r' = i!~ <lr'1' Hmkl 
C die ber:üglich drs KI'ci.'rs 1'fIm Rutliu8 (l~' }!f)2 ,. Il~ in1f'fSe 
Pig1tr. 
Besrhreibt d"r Punkt J' in Fi~, 7[', llz\\', dl'l' l'llllld A 111 Fil-!.76 
pinf'n dnrch () hindllr('hllLllf"llcl"1I l\rHis, so l/1',,,'hn·ihl /lilch "illl'nl 
s, ~n) anffl'si.,.J!l"n S:II'I.<· .l.'\' invPfs(' I'ltllkt I" hzw, (' ('In,· f;"l'Ild", 
.Hall kmm Ih~mllJl" tlif hl1:(T.'Of('n ({Hre" /'Ils(llz ('11/1'.' 1('1';"/,('11 
8tal),"I' ::u sl'!ltI/amlt"1I ,,(;' rntlfil!Jnl}1!l,n" ({1i.\<i"'(q((, 11. Fi)-! 711, in 
wf~ll'her d"r um Jel\ f"sten Punkt ()' dn'hlHtl'(' 1"11111 (>'A l"C ()(r) 
mit einem Oelenke in A (lingp h1ingt ist, crliiu/<'J't dirs 
§ 46. Begriff der Rollkurven nebst Beispielen, 
Es seien in der Ebene eine feste und eine bewegliche K une 
gegeben, deren letztere die erstere berUhren Roll. 1fau stelle sich 
vor, daß die bewegliche Kurve längs der festen olme zu gleiten ab-
gerollt wird: Irgendein Punkt der beweglichen Kurve hesC'hnibt 
dabei eine Linie, die wir als eine "Rollkurve" bezeichnen. 
Ist erstlieh die bewegliche Kurve l1inll_J4eradC. und also oinr 
Tangente der festen Kurv\', 80 heißt jpdo Rollkurvp ('ino .. .Abll'IrJ.·-
lungskttrvc" oder ... Fvolventc" der festen Kurve. 1n },ig, i7 ist 
e'iue Evolt"rnte d('~ -Jil"(;isr.~· gf;zeichnet, wie lIie vom BpIiihrunK~' 
punkte der Tangent!! im Punkte 0 geliefert wird, Einige Lagen 
der rollenden Tangente sind punktiert aogüdruü,t. Dir Rusgew-
genen Teile BE, B'F!, Bf/1:-" , der Tangenten soll rn die Herste! 
Jung der Evolvente als "Abwicklungskurvo" versinnJicJ)(lo. Man 
denke sich nämlich in der innerhalb des Krl1üses angrdtmi rt,pn 
Pfeilrichtung um die Peripherie von 0 aus einen uoausdehnbaren 
Fa.den herumgewickelt und wiekeie demnächst. diesen Vaden uotl1r 
Spa.nnung ab. Der abgewickelte Teil des fa.dens vom jeweiligen 
84 Erklärung der Zykloide 
Berührungspunkte B bis zum Fadenendpunkte E ist der ausge-
zogene Teil der Tangente, und der Fadenendpunkt E beschreibt 
das Stück OEE'E" . .. unserer Kurve. 
Ist zweitens die feste Kurve eine Gerade und die bewegliche 
Kurve ein Kreis, so' heißt eine zugehörige Rollkurve ,;Zykloiik" 
Fig. n 
oder "Radkurve";"--daeine 
solche Kurve von einem 
Penpheriepunkte eines auf 
horizontaler Ebene gerad-
linig rollenden Rades be-
schril\ben wird. Die Gestalt 
der Zykloide ist in Fig.78 
angegeben. Man gehe von 
dem im Punkte 0 berüh-
renden Kreise aus und lasse 
den Kreis nach rechts rol-
len. Zwei weitere Lagen des 
Kreises sind in der Figur 
gezeichnet, wobei jedesmal 
der Radius nach dem an-
fiinglichen Beriihrungs-
punkt angegeben ist. Der 
Endpunkt dieses Radius 
beschreibt die gezeichnet.e 
Kurve; die ausgezogenen Bogen BE, B'E' sind die jeweils ab-
gerollten Teile der Peripherit! des Kreises. Denken wir die Be-
wegung des rollenden Kreises nach links und rechts weiter fort-
gesetzt, so setzt sich die Kurve aus periodischer Wiederholung 
Fig. 78. 
des zwischen zwei aufeinanderfolgenden Spitzen 0, 0' gelegenen 
Stllckes zusammen. 
Bind drittens heide Kurven Kreise, so werden die zugehörigen 
Rollkurven als ,,zyklische Kurven" bezeichnet. Berührt jeder Kreis 
den anderen von außen, so heißt die Rollkurve insbesondere eine 
,,Epizykloide" ; ist der rollende Kreis kleiner als der feste, und 
Erklii,rung <1.'1' K ardioid .. 
berührt .i"IW!" diesen von innen, so Heun! 111811 die Hnllknrvp "lnP 
.,lIypo,:,IIUoitlc". Diese Kurvpn mi)gelJ d1l!"ch pin paaT B.,jspif'll' 
ausführJieher betrachtet werden. 
§ 4 i. Beispiele zyklischer Kurven. 
D('r Mittelpunkt des festen Kreises werde mit A, der des be-
wq,lichen mit B bezeichnet: die zugf'hörigen Radien seien (I nnd b. 
Die für b = a eintre-
tende Epizykloide hat die 
in Fig. i9 dargestellte 
Gestalt und heißt eben die-
ser Gestalt ha lher "Herz-
k/l1"ve" oder .. Kardioide". 
In der "\nfflllgslagp be-
rühre dpr bl\\t'glieheKreis 
dt'n festen im I'UllktA 0: 
dir'S{T Punkt dAs hewl';!-
li .. hen KfI'i~('s hf'Hcllrt,j I>t 
alsdanll di(' 'U\q.(f\st"J]le 
1\1In"" dH' ,wh w"gf'1I ti .. 1' 
(;Ipj .. hil"il \1"1.]"" l'''''l],h" 
l-i"1l lIad, "II!"III y,dl"n 
!'ndalif" <I." hf'\\'{'ghdH'n 
/--------' -._-~/::<---:- ---- ----
! \ 
I 
F 
Kr\'ls", ,,'hli,ßt. In 7.wAi 
Lagpn ist d, r hewpgliche 1\ rI'is in der Figur gewidlllet: dip 11115-
gezogp nell Bogen (' E und C' I,"~ sind his dahin auf dem fe,<t4.'n 
Kreise llhgprollt. 
Zur Darstellung der l\urve durch pine o)('ichnng wähl"n wir 
() Rh Pnl und die Yerlängerung von A () iiber () als Polarachse. 
Für irgendeiul'n oherhalh dpr Polarachse gelegenen Punkt E der 
Kurve seien I',{t die Polarkoordinaten Das Viereck ABEU ist 
ein A ntiparallp!ogramlU mit den llestimmungsstücken: 
A j) = :2 (}, A 0 = 11 E = (J, () E = ", -;= () A /:' ,,}, 
Eine rlementan, Betrachtung zeiyt demnach, daß: 
( 1) r C~ 2 a (1 -- (' os ,,}) 
gilt.. Da di" Kun'(' dir! PoJarach~p znr SYllJlIlPt.rinlinit' hat 1lnd 
die Glniehung (1) fiir {t lind (:\60°- (~) gleic'hr \\'.,rtf' r Jiefprt.. 
so gilt diese (;jeiclJlmg lluch für elen unterhnlh 1]"1' I'olllrllchsp 
liegenden Teil der Kurve: In (1) /iabe/l wir denlmlrh di( I'o/ar-
gleichu/lg !l(r Kardioide 1'01' uns, Im "zngehiirignn" rrchtwinkligl'n 
Systrm ,eh reibt sich die mit r m1lltipliziertr (;jpiehun/l (11: 
X2+y2= 2ayx2+y2- 2ax, 
86 Gleichung der Kardioide und Inversion derselben 
Bringt man das letzte Glied nach links und quadriert, so folgt: 
(2) 
als Gleiclmng der Kardioide in j'cchtwinkUgen Koordinaten; die 
Kune ist demnach 'vom vierten Grade. Auch die Diskussion der 
Kardioide auf Grund der Gleichung (2) ist nicht schwierig, da 
dieselbe in y9 vom zweiten Grade ist. 
Eine durch 0 laufende Sehne E'G der Kurve (Fig. 79) setzt 
sich ,aus zwei Radienvektoren OE' = rund 67i = r' zusammen, 
die zu zwei Amplituden -& und -&' = -& + 180 0 gehÖren. ,Da 
cos {t' = cos ({t + 180°) = - cos -& ist, so folgt auf Grund von (1) 
als Sehnenlänge Jt..fL.-;-;"y +.: r'~ .... _i.a.,. Da ferner die zugehörige 
Kreissehne OD = 2a cos -& ist, so folgt: 
D G = 0 G - 0 D = r' - 2 a cos -& = 2 a. 
]<;ine durch 0 laufende Sehne der Kardioide hat die konstante Llin,Qc 
4 a, nnd ihr von 0 verschiedener Schnittpunkt mit dem festen Kreise 
ist ihr lIIittelpunkt. Um demnach die Kardioide mit,tels eines 
Stabmechanismus zu konstruieren, hänge man im Endpunkte D 
einer um A drehbaren Kurbel A D der Länge a in einem Gelenke 
einen Stab E'G der Ll1nge 4a an, dessen Mittelpunkt D ist. Denkt 
man in 0 einen Zapfen angebracht und läßt den Stab FG längs 
desselben gleiten, so beschreiben die Endpunkte Fund G die 
Kardioide. 
Man wähle eine von 0 verschiedene positive Zahl p und setze 
+ V 2 ap = Q. Die Inversion am Kreise des Radius (! um den 
Mittelpunkt 0 ordnet je zwei Punkte (r, -&) und (r', {t) einander 
zu, für deren Radienvektoren die Bedingung n! = Q' gilt. Genügt 
(1', -&) der Gleichung (1), so folgt für (r', -&): 
rr' = 2a1"(1- cos-&) = Il= 2ap, 
Damit haben wir die S. 64 aufgestellte Polargleichung der Pa-
rabel gewonnen: Die Kardi,oide geht durch Inversion am Kreist; 
des Radius V2ap um 0 in die Parabel des Parametc1'S 2p, dC$ 
Brennpunktes 0 und der auf der Polarachse liegenden Achse fiber. 
Um auch ein Beispiel einer Hypozykloide zu betrachten, wäh-
len wir a = 4 b. Der bewegliche Kreis möge am Anfang den 
festen im Punkte 0 berühren; die Bahn dieses Punktes des be-
weglichen Kreises soll verfolgt werden, falls der letztere in der 
in Fig. 80 bei 0 angebrachten Pfeil richtung auf der festen Peri-
pherie abrollt. Da die bewegliche Peripherie gleich dem vierten 
Teile del" festen ist, so wird jene genau auf einem Quadranten 
Erklärung der Astroide 87 
der ff'sten Peripherie einmal abrollen. Die Hypozykloidf> bestf'ht 
demnach aus vier kongruenten, sternförmig aneinander g-efilgten 
Stückf'n (t'ig. 80) und tr!1gt den Namen der ,,sternkurve" oder 
"Astroidc". 
Zur analytischen Darstellung wählen wir A als Pol und A 0 
als Achse für Polarkoordinaten und führen -daneben ein zweites 
bewegliches System mit dem Mittelpunkte Ji.-als Pol und einer 
I 
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zu A 0 paraJ!PJen und /!lri('hgeri~htetE'n A('hse pin. PPI' ],('\\'1,1." 
liehp Krpis ist im el'stf'n tJuadrilntt!ll der Fig. 1'0 in Z\\·"j LBg"n 
gf'zeiehnet, "o]'pi dpr bis dahin ahg,>rolltf' Bilgl'll ('1> .i .. d,"mal 
ausgf>zogpn, der He"t dN Periplwrif' punkti,'rt l't" Fiir ire:'·!H]('ln,· 
Lage clps },pw('gJich"ll Kn'is('s sf'ipn dir PoJarkoonlinatf'll dl',' \llt 
tf'lpunktps B im f>rslrll Syst"lJl :,nl llIHl q:; (Fig, Hfn. Pa drr \\'111 
kd . :_ eH/! hE'H'it.s his :H,Oo ~(;\\'ß,'hs('n ist., WPI1I\ (i' .'~ () A H 
Il('JJ \Vrrt. flOo ern'ieht hat" so gilt. ')., CB.1J .. ~4.q;., und abn '11,<1 
dip PoJnrknonlinaten des I'nnkf"s D df'r ;'I.'droid .. il11 i,\\,(,jtf'll ~y­
st("IL..Q .... ~!Jld-- :',9'l, woraus sich als "zul'f.hi"rigl''' 1'I'ch1>, illkll)-;f' 
Koordinafr-n1.','os39'l, -bsin3rr herf'chnf'n, Df'r ~1l11pl1nkl Tl 
dieses zwpitpn t,,-stemshllt ini--rrst,PJJ dip rf'chtwinkligPll KoordI-
naten ~}_CI)S 'P,' :311 sjn!p, Hind als(l;r...p_difl KO(lnlinatpll <lf'S 
zum Winkel ci> gehörendEm Astroidenpunkt.es D.im rechtwinklig('n 
---
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System des Nullpunktes A und der positiven x-Achse A 0, so folgt 
aus (1) S.5: 
x ==0 3 b cos cp + b cos 3 cp, Y = 3 b sin cp - b sin ,3 cp. 
Entlelillen wir der Trigonometrie die Formeln: 
cos3cp = 4cosscp - 3 cos cp, sin3cp = - 4sins cp + 3sinep, 
so folgt bei Benutzung der Gleichung 4h_=:;;:_.!L.,8-ls Darstellung der 
Koordinaten x, y des eum Winkel cp geMrenden Astyoidenpunktes: 
(3) x = a coss cp, y = a sins cpj 
dabei beschreibt der Punkt (x, y) die ganze Kurve, wenn cp von 
0° bis 360 0 wächst.1) 
Indem man die Gleichungen (3) in die Potenz des Exponenten 
l erhebt und hernach addiert, ergibt sich als "irrationale" Gleichung 
der Astroide: 
(4) :1-_+ -* ~ :;c3 y3 = a3. 
Durch Erheben zur dritten Potenz folgt unter nochmaliger Be-
nutzung von (4): 
;:c2 + 3 (:;cy)1(x1 + y~) + y' = x2 + yi + 3 (axy)l = aSo 
Hieraus' ergibt sich als "rationale" Gleichung: 
(5) (XS + yS - a')8 + 27 a2x2y 2 = 0, 
so daß die Astl'oide eine algebraische Kurve sechsten Gradeß ist, 
die die Koordinatenachsen zu Symmetl'ielinien hat. 
Bei weiterer Untersuchung der Kurve arbeiten wir zweckmlißig 
mit den beiden Gleiohungen (3), wobei wir den einzelnen Kurven-
punkt durch den zugehörigen Winkel cp festlegen. So können wir 
Z. B. die durch die beiden zu cp und cp' gehörenden Astroiden-
punkte hindurchlaufende Sekante durch die Gleichung '): 
x - a C08 3 cp cos8 cp' - 00S8 cp 
Y ---asins cp = sin S cp' - sinS cp 
darstellen. Zerlegen wir rechter Hand die Differenzen der Kuben 
nach der Regel mS - n8 = (mt + mn + nt ) (m - n) und benutzen 
die Relation: 
cos cp' - oos cp 
ein fP' - Bin cp 
sin cp' + sin cp 
C08 cp' + C08 cp , 
1) Die Ableitung der Gleichungen (3) bezog sich allerdings nur 
auf einen beliebigen Wiukel cp des ersten Quadranten; doch gel~~ 
diese Formeln infolge der Symmetrie der ABtroide in bezug auf d1e 
Koordinatenachsen allgemein. 
2) S. die Angaben S. 16 über die Zweipunktform der Geraden-
gleichung. 
Tangenten der Astroide 
so erhalten wir als Gleichung der Astroidf'nsf'kante: 
x ~- a ('os· rp 
y - {( sin" q: = cos' q:' + cos cp' cos q: + cos' cp ~in rp' + sin 'T sin' cp' + sin cp' sin~+sin i cp . C06~T+- cosq; . 
Lassf'n wir heide Punkte zusammenrlicken und also rp' = er wer-
den, so folgt als Gleichung der .Astroidentangente mit dem .rum 
Winkel rp gehö,'cnden Berührungspunkte: 
x-acos'q: t 
=-cogrp y-asin"cp 
ode,' nach cinfachC1' Umrechnung: 
(6) x y ('08 cp + sin cp = a, 
su daß die Tangente die Koonlinatrnaehsen in den Punkten a cos rp, 
(l sin rp schneidet. Die sich hieraus ergebende Tangentenkonstruk· 
tion ist im dritten Quadranten der Fig, 80 ausgefUhrt Mlln hat 
vom Endpunkte C" des zur Amplitudfl rp W'hiirendl'lI Krr,isradius 
.A C" die Lot.e !\llf die Achsen zu fllllen, dl~T(m FuUpllnkte J.; und 
P unmittelhar di .. :-;"hnittl'llTlktf' tim Tall~l~ntf' mit dl1n Achsen 
sind. Es folgt wl'itr'r: /lir i,lin!!, d(~~ ;:1('j.'rh('1/ drn AdlSl'l1 pd(~q('-
11"1/ • ...,'fli,!;rs jl'dn Aslr(llllrllll111.'11'111(' ist k(!/I.ql(wl .I/Ir'ich (/. Ilil1 
Ast r"id(J 8t,·ht <!l'lIIna"h in naher Be7.i!.hunlo( 1,11 dem in ~ 42 (f-I. 72) 
j,psprodJl'npn (;Icitprozesse. 1st hei c1cmseJh('n dip Länge dl'r glei-
tenden t;treckP gleich (/, so licff'rn die gesamt.en Lagen d"r :-;t rpC'ke 
gerade das System aller AI't.roideutll.ngenten (s. die f'kizzc im 
vierten Quadranten der Fig. 80). 
H. Teil. 
Analytische Geometrie des Raumes. 
Kap. VI. Die Koordinaten im Raume und die Darstellung 
der Flächen und Kurven durch Gleichungen. 
~ 48. Die Kartesischen Koordinatensysteme im Raume. 
In Fig. 81 sind drei einander senkrecht schneidende (unbe-
grenzte) Ebenen durch umrissene Vierecke angedeutet. Ihre drei 
im Punkte 0 aufeinander senkrecht stehenden Schnitt geraden bil-
den das rechtwinklige "Achsenk1'euz" für die zu erklärenden Ko-
ordinaten. In der durch die beiden Achsen 0 X und 0 Y festge-
legten, etwa horizontal zu denkenden Ebene führen wir in der 
bisherigen Art rechtwinklige Koordinaten x, y ein, wobei die 
Pfeilspitzen die positiven Achsenrichtungen angeben sollen; die 
f~-~-~-~-'-
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positi ve x- Achse ist also nach 
rech ts, die positive y-Achse vom 
Beschauer fort gerichtet. Die 
fragliche Ebene heiße kurz.Jx, y-
Ebene". 
Ist P irgendein Punkt im 
!taume, so fälle man von P das 
Lot PQ auf die x, y-Ebene und 
f'rteile dem Punkte P als recht-
winklige kartesische Koordina-
ten erstlich die zum Fußpunkte Q 
gehörenden x, J1, zweitens als 
dritte Koordinate z die in der his-
herigen Einheit gemessene Lot-
länge PQ, mit positivem oder 
negati vem Vorzeichen versehen, 
jr. nachdem P oherhalb oder unterhalb der ~,y-Ebene liegt. Die 
Punkte der ;r', y-Ebene selbst bekommen natürlich r: = 0 als dritte 
Koordinate. 
Dieser Vorschrift entsprechend nennen wir die auf der x, y-
Ebene senkrecht stehende Achse OZ fortan z-Achsej die positive 
KarkHi8chc HaulDk(Jordirmb'll 
~ -Achse i~t Iluch oben gf'l'il'ht(1t. !lio b"idPIJ in Ii'T ,\('11,(, "j, h 
srhneidrndf'll ,,!\oordiJ/II!"I1CI'f'IIf'II" hpiLlell im .\ n~('h Inß hJI'r:l1l 
".'/, :::-I%I'1ic" und "Z, x-Ebmc". 
Dreht lllan den Baum um die .:-Ach::;e in dem f-:illllP, \\'I'],hfT 
die ]'0sitiye x-Achse nach Durchlanfung' eines rl'rhten Winhls in 
dil· positive y-Achse überführt, nnd verhinde! mit dic,er Dr"hnn;: 
eine Yerschiebung des Haumes in !lichtung der positiHn z- Achsf', 
so entsteht die Bewegung einer "ncddsgrillgige/1 Schrallll(·'. Bei 
dieser Anordnung der positiyen Hirhtungen der X-, y- ulld :-Achsr'Jl 
nennell wir entsprechend das Koordinateusystpm ein .,J.'cchls.'!j,C/e111"; 
ein solches soll weiter ausschließlich bpuutzt w(,1'I1el1. 
Difl drei Koordinatenebenen zerlt·gen den H.amn in acid .,U!.-
tantcn" nVinkelr!1ulDe), wt'lche den acht Yorzeie!wnkol1ll,inatiollf'lJ 
der :r, y, z enisprpchcn. Für die dn'j in Fig. K 1 g,'z"jChlli'l ,'li 
Punkte P, p', P", die dn~i verschi('d(~n('11 ()hl<lnl(,11 IIngf,hi',rt'J1, Ilal 
man z. B.: 
.r 
-' -+ (J N, Y -- I ',lU, .. J /'(.) , 
,I ()-/i" , Y 1/ I:'. /" C.)', 
,. 1 J ]('. 1/' /(', /,'' (/ ", .I' e' ,lI 
l'ill' da' au""'wldllt,, ,,),,/dIlIIlI:lU/1' /,1/1/,",'''/11 II,"ld'l"I/'I' 
"!ls1"1II" ;:Ilt 1Ii,·rna .. h d.r :'all: ,f,t/'JIl I'I"/I,,hrli r,'lll1ll1i'I/l,!.I, l' 
Yr'III,r/ rillllrlllil/ rl/l 111"/11111111,-, :<1/"/1'1/1 /111/ fI-OlildilUI/,1/ .1'.7/" ;:1, 
lI11d J"dflll S.1f.'!rm II/fllil'ha ZII!tI,1I .r.?/.,' '1I1'I,rirh/ InU'II/.Iil1! 
ri1lf]ruti,,, ein PI/IIU ]', 
{Tm die GJeil'hbflreehtigunr;( d,,1' Koordinatpll h"sspr hf>nnrtrl'tl'll 
zu lasspn, legen wir durch P drei zu df'n Koordinalenrhent'n par-
allele Ebenen, welcbe mit jenen ein rechtwinkliges I'aralleJrl'ipr>,j 
einschließen (hg. f<2l. Die Koor,linalpn 
von P können dann z, Tl durch dip drpi 
Kanten PQ', PQ", 1'(,), d. h. dun:h dir 
drei Lote von l' auf dir Koordinatf'n-
f'benen (unter Zufiigung dm\ riehtigp,lI 
Vorzeichens) erkHirt. werd"n odpl' auch 
durch die drei AchsPllah,r1l1litt,· () li, 
() R'; () R". Man helwhl", d(lll 111'/1/ (];r.'r 
d"ci Abschnitte (luch dadl/rch r/'lIaUI'I1 
kann. daß mall VOll l' di,c drei [",f(, auf' 
die Achsrn (Rf'ddfrk,!ia,llollalrll) P H. 
o 
(~~-------------. ~1- -
, \ 
PR', PR" fällt. Dirse Art d(·!' Hf'stimnlllllll VOll ,C,,1/, " kommt. 
unten öfters zur Y prwendnng. 
Die VerallgemeüH'rulJg auf •. schic('U'illkli,Qf''' kar!.psisrhp Koordi-
naten ist einfach. M an wähle eine ersie, rl wa. horizont.ale Ehpllf> 
und bestimme in ihr nach S. 2 ein kartesisches Systt·m x, y mit 
( 
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beliebigem Achsenwinkel /l', Durch den Nullpunkt 0 dieses Systems 
lege man dann eine beliebi~e, jedoch nicht der x, y -Ebene ange-
hörende z-Achse mit einer etwa wieder nach oben weisenden po-
sitiven Richtung, Von einem beliebigen Punkte P des Raumes ist 
dann PQ parallel zw' z-Achse bis zu dem in der x, y-Ebene ge-
legenen Endpunkte Q zu ziehen. Die Koordinaten x, y VOll Q, zu 
denen als r; -Ko?rdinate die mit dem richtigen Vorzeichen ver-
sehene Länge PQ hinzukommt, bilden dann die schiefwinkligen 
kartesischen Koordinaten von p, 
Man wird leicht die übrigen für die rechtwinkligen Koordina-
ten gegebenen Ausführungen auf diesen allgemeineren Fall über· 
tragen. Um z. B. die Koordinaten x, y, z eines Punktes P im neuen 
System gleichförmig zu erklären, ziehe man von P Parallele zu 
den Achsen bis an die Koordillatenebenen heran; die mit dem 
richtigen Vorzeichen versehenen Längen dieser Parallelen geben 
die Koordinaten von P. Auch bei schiefwinkligen Achsen der ver-
einbarten Anordnung sprechen wir von einem "Rechtssystem"; 
eine Drehung der x, y-Ehene um 0, bei welcher die positive 
x-Achse nach Durchlaufung des Winkels /t' in die positive y-Achse 
übergeht, vereint mit einer Parallelverschiebung senkrecht zur 
x, y -Ebene nach Seiten der "Jlositi'vcn" z -Ach.se, liefert eben wie-
der eine "rechtsgängige" Schraube. 
§ 49. Parallelverschiebung der Koordinatenaohsen. 
Neben dem ersten fccht1l'inklir/cn Systeme sei ein zweites vor-
gelegt, dessen Nullpunkt 0' im ersten System die Koordinaten 
a, b, c hat, und dessen Achsen den gleich benannten Achsen des 
ersten Systemes parallel und gleichgerichtet sind. Die alten Ko-
ordinaten eines einzelnen Punktes P seien x, y, Z, die neuen 
x', y', l. 
Der senkrechte Abstand der x',y'-Ebene von der x,y-Ebene 
ist gleich I c :. Ist c > 0 und liegt P oberhalb beider Ebenen, 
so ist das Lot PQ' von P auf die x', y' - Ebene um die Länge 
iiQ = c über Q' zu verlängern, um das Lot PQ von P auf die 
x, y-Ebene zu geben. Demnach gilt z = l + c. Für c = 0 ist dies 
selbstverständlich. Man überzeuge sich, daß die Relation z = z' + c 
auch für c < 0 und auch für alle sonstigen Lagen von P richtig 
bleibt. Da ent.sprechende Betrachtungen für x und y gelten, so 
folgt: Bei einer "Parallelverschiebullg" oder "Translation" drs 
rechtwinkligen Achsenkreuzes nach dem Nullpunkte 0' drr altm 
]Coordinaten a, b, c trans/<J/'tniercn sich die alten KOJydinaten x, y, z 
irgendeines Punktes auf dessen neue Koordinatl'1l x',1l, z' mittels 
der Gleich'U;ngcn: 
(1) x == x' + a, y = y' + b, Z = l + c. 
Entfernung zweier Punkte 
Diese Regel bleibt, wie man leicht zeigt, I\ul'b hei srhil'fwinkli/(en 
Koordinaten bestehen. 
§ 50. Ausdruck der Entfernung I!Iweier Punkte in 
reohtwinkligen Koordinaten. 
I )1'1" Punkt P der Koordinaten x, y, z werde kurz durch das 
Symbol (x, y,~) bezeic~llet. Das Lot PQ auf die x,.1!-Ebene und 
liieStrecken OQ und OP bilden ein rechtwinkliges Dreieck mit 
OP als Hypotenuse. Da PQ = ! e und nach (1) § 4, S. 7, die 
Strecke OQ = + y'X!+y2 ist, so folgt: Die Ent{er1l1mg des 
Punktes (x, y, e) vom Nlillpunktc ist bei rechtwinkligen Koordinaten 
gegeben durch: 
. (1) ; i 
Sind zwei Punkte PI und P'J. od!!r (XI' NI' .(:1) uwl (x~, y~. J:~ ) gl'-
geben, so führe man eine l'amllelvllrsehiehung der A('!tsell nach 
1'» als neuen Nullpunkt, aus. lJio Koordinat.,·n .r', ?I',:' VOll 1\ im 
neuen Sys!.('m sind nach (1) § 01!1: 
, 
.T ~ .f 1 !/~ , 
AlI~ der eJ,pn :lllg"W'!H'npll Hegel (1) f()\~:t sOllld: fJ,,' FlIl(rT/l1lt1g 
1\ 1'1 Zi{'('/rr dllrrh HrhlU'mkl.ulr !I()onhllllff)l :rl,?II'"1 1/)/(J .l~,y,,:, 
gegl'bf'1l1'n Punklf 1'1' l'~ 1",1 dorf/rslrUf durrh: 
(2) 
§ 51. Ra.d.iusvektor und Richtungswinkel im 
rechtwinkligen System. 
Die St.recke OP versehen wir mit einp)' nlteh P wei~ündün Pfeil-
richtung und nennen sie den ,.Radills!xki()r" des PUlJkt~~ P; ah-
kürzend setzt man 0]1 = r. Dip, Winkp,1 zwischen () P und den 
positivflll Achsen sollen die "Richtungs1l'inkrl" des Hadiu~ypktor in 
bezug auf dip, rechtwinkligpn Koordinatenachsen hpilkn und dllrr,b: 
a = .~ PO X, (3 = .): 1'0 Y, Y = '}' ]'()/, 
bezeichnet werden (Pig. 83). Gemllint ist. jedesmaJ ci!'r nichi-kon-
vexe unter den beidl'lJ sich zu ,)60° ergiiTl~f)nden 'Vinkn]n zwi· 
sehen dem Radiusvflktor und der einzeln!'11 AChs('. 
Man veranschauliche sich in Fig. ~:l, daß filr d"11 mit P be-
zeichneten Punkt alle drei Winkel a, ß, I' spitz sind, fiir ]" aber 
", ß stumpf und r spit~ ausfa.llen. Offenbar ist, dprWinkp\ (I spib., 
falls x> 0, und stumpf, falls x < ° ist; und {>infO el1t.~prechende 
Aussage gilt für ß und y. Je nachdem l' zur rechten oder linken 
Seite der 11, e-Ebene liegt, gilt: 
94 Radiusvektor und Richtungswinkel 
OR = op· C08 Cf oder OR = Op. cos (1800-a) = - oP· cOSa, 
wie Fig. 83 zeigt. 1) Da im ersten Falle x = OR, im zweiten 
{X -= - O-ll gilt, so ist beidemale x = l' . eos a1• was auch für 
x = 0 und also a = 90° gültig bleibt. Durch Ubertragung der 
gleichen Betrachtung auf y und e , 
(2) 
Z folgt: Die rechtu'inkligen Kooi" 
-~~--;r- dinaten von P berechnen sich aus 
Fig, 88. 
dem Radiusvektor 1md den Ricli-
tung8winkc7n so: 
(1) 
, x = rcos a, 
l y = l' eos ß, Z = rcosr. 
Durch Quadrieren und Ad· 
dieren dieser Gleichungen folgt 
bei Benutzung von (1) § 50: 
Die drei Richtungswinkel eine$ 
Radiusvektm' sind stels durch 
die Beziehung verbunden: 
COS
Il
" + cosll ß + cos2 r = 1. 
Für eine beliebige mit einer p(eilrichtung versehene Gerade des 
Raumes führen wir gleichfalls drei "Richtungsttntel'schiede" IX, ß, '1 
gegen die positiven Koordinatenachsen ein, welche einfach gleich 
den RichtungsUJinkeln eines mit der Geraden parallelen und gleich-
gerichteten RadiusvektOt· sein sollen. Die Relation (2) gilt dann 
natürlich für die Richtungsunterschiede jeder solcher Geraden. 
§ 52. Ausdruck für den Richtungsunterschied 
zweier Geraden. 
Zwei vom Nullpunkte 0 des rechtwinkligen Systems ausziehende 
Gerade') mögen die Richtungswinkel "1> ßl! rl und a~, {J2' r, 
haben. Der von ihnen eingcschlosseM nicht-konvexe Winkel heiße 
.(}. Um einen Ausdruck für {)- in den <Xl' (Jl' .•. ,,.., zu gewinnen, 
trage man auf heiden Geraden von 0 aus Strecken gleich der 
Längeneinheit ab. Die Endpunkte 1'1' P, dieser Strecken mögen 
die Koordinaten al' b1 , c] und aJ , b2, ca haben; Dach (1) § 51 gilt: 
(1) a,=cos<Xil b.=cos{J., c,-cos",. (i=1,2); 
1) Man erinnere sich, daß J> R senkrecht zur x.Achse verlAuft 
(s. S. 91). 
i) Solche nur nach der einen Seite ins Unendliche laufende Ge~ 
taden bezeichnet man wohl anch als "Strahlen". 
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man bezeichnet die all b" Ci dieserhalb auch als die "Richtungs-
hJsinlls" des Radiusvektor 0 Pi' In den 0" b" Cj stellt sich naeh 
(2) § 50 das Quadrat der Entfernung PIP, so dar: 
P~P,~ = (al - a2)2 + (b1 - b,)2 + h - C,)2. 
Entwickelt man rechts die Quadrate der Binome und henutzt (2) 
§ 51, so folgt: 
(2) 
Andererseits fvlgt bei Anwendung des Kosinussatzes der Trigono-
metrie auf das Dreieck 0 PI P, : 
- ! 2 --, - . 
PI Pi = OPI + OPt - 20PI' OP, cos.& 
oder, da OPt = OP2 = 1 giltl 
l'tPlj~o 2·_· 2cos-/). 
Der Vergleich mit (2) f~rgibt: Für den Winkrl ,~ Efl'i.'1chrn EtI'ei 
von 0 auszi('hcndf"YI (;rmdm flili dir Darstr.llu'l1fl: 
(3) 
in dl't1 lli rhtut1!/skosinfl,s fI l , /11' ('i dry fi('rfl,(lf'n. 
Einn !'infache Rechm1nv 1.,·i~!j, <I!I-li Hl\st~\hen ,!pr idi'llt.iRChf\n GII'i-
chung: 
(al'+ b1! + (/)(a, 2.1- b~/+ (''l') (al nd· b1 b, + (1 ('i)' 
= (blclI-b,el)'+ (cjo,-c.al)'+ (a1b,-a,bl)'· 
Für unsere Richtungskosinus illJt der Wert der linken Seite gleich 
1 - cos'.& == sin' ~'t: An Stelle von (3) kann man für den nicht-
konvexen Winkel .& at"ch die Relation gebrauchen: 
(4) sin.& = + r(b l c,-- b;;l?+ (c1-a,--r'! al )' + (al b, - a,b l )'· 
Für irgend zwei gericht.ete Gerade dos Raumes erklären wir als 
nicht-konvexen "Richfungsuf1tcrschirA" .& den Winkel zwischen den 
beiden von 0 ausziehenden Geraden, die mit. den gegebenen pa.rallel 
und gleichgerichtet sind. Man kann diesen Winkel -/} auch dadurch 
konstruieren, daß man durch irgendeinm nmkt der einen der bridNt 
gegebenen Geradcn eint zur andr.ren 1)aralle1e und glrichgen..htrl<'o 
Gerade [('1]t. Für den l{ichtungsunterschied .& gelten da.nn wieder 
die Darstellungen (3) und (4) in den ,.Ri.rMungs/r.o.~II,~" drr bridffl 
geqehenen Geraden. 1) 
1) D. i. in den Kosinus der Richt.ungtluntertlchiede der Geraden 
gegen die positiven Achsen (s. Schluß von § 61). 
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§ 53. Teilung und Verlängerung einer Strecke nach 
gegebenem Verhältnis. 
Die S. 7 Ir. gegebenen Entwicklungen über Teilung und Verlän-
gerung einer Strecke nach gegebenem Verhältnis übertragen sich 
leicht auf den Raum. In einem beliebigen, nicht notwendig recht-
winkligen Systeme habe ein vom Nullpunkt 0 verschiedener Punkt PI 
die Koordinaten Xl' YP ZI' Auf der durch 0 und PI hindurchlau-
fenden Geraden sei irgendein Punkt P der Koordinaten x, y, z ge-
wählt. Die beiden zur z-Achse parallelen, bis zur x,y-Ebene rei-
chenden Geraden PQ und Pt Qt liefern, richtig bezeichnet, z und ZI' 
Da 6. OPQ ........ 6, 0 Pt Qt ist, so gilt: 
- -- -----
PQ: P1Qt = OP: OP1 • 
Das Verhältnis OP: OPt werde mit + r- oder - r- bezeichnet, je 
nachdem die Punkte Pund Pt unserer Geraden auf der gleichen Seite 
von 0 oder zu verschiedenen Seiten des Nullpunktes liegen. Da z 
und Z1 im ersten Falle dasselbe, im zweiten aber entgegengesetzte 
Zeichen haben, so gilt in jedem Falle ß = r- Z1' Diese Betrachtung 
überträgt sich sofort auf x und y. Mit Rücksicht auf die Bedeu-
tung von ± r- als Verhältnis 0 P: 0 ~ ergibt sich: Irgendein 
Punkt P der durch 0 und Pt laufenden Geraden hat die Koordi-
naten: 
(1) x=/-tx1 , !J=""Jt, Z=r-Zl' 
und zwar li.efern di.e dem Inter?Jall 0 < (I S 1 angehö1'endcn Multi-
plikatoren r- die Punkte der Strecke 0 PI' die Endpunkte 0 und PI 
eingeschlossen, für r- < 0 erhält man die Punkte auf der Verlän-
gerung jener Strecke über 0 hinaus und für r- > 1 die Punkte der 
Verlängerung über P1 . 
Weitor gelten die an die Gleichung (2) S. 8 angeschlossenen 
tJberlegungen und Rechnungen unverändert, wobei nur neben die 
Gleichungen für die Koordinaten x und Y jeweils noch eine dritte 
Gleichung für die z-Koordinaten tritt. Auch die Erweiterung der 
Betrachtung auf Teilung und Verlängerung einer beliebigen Strecke 
P1 Pt bleibt unverändert gültig. Es folgt: Der P1.mkt P, welcher 
eine Strecke Pt P, nach dem Verhältnis: 
(2) 
teilt bzw. verlängert, hat die Koordinaten: 
(3) x = ml Xl ± mz XI, '!I = ml Yl :t~..!~! e = _tn1Sl_ ±1I~~,- , 
~+~ ~±~ , ~±~ 
tDobei die oberen Zeichen der Teilung, die unteren aber der Ver-
1ängerung zukommen. Insbesondere gilt für m1 = m,: Der Mittel-
Drehung des Ach.enkreuzea um () 97 
plmkf der Sl1'rcke PIl'~ hat die arithmcti.~('h(,11 lIfittei r/P1' Koo/"di· 
na/er. da Endpunkte zu Koordinaten: 
(4) Y = y, + y. 2 ' 
=, + z, 
:= 
2 
~ 54. Transformation kartesischer Koordinaten. 
Die \Yirkung einer Parallel verschiebung des ACbsenkreuzes ist 
bereits in (1) § 49 dargestellt. Weiter sind noch zwei besondere 
Fälle von Koordinatentransformationen zu betrachten. 
1. Beide Systeme seien rechtwinklig und zwar "Rechtssysteme" 
und haben den Xullpunkt () gemein. 
~fan denke um 0 eine Kugelfläche des Radius 1 gelegt und hebl' , 
wie in Fig. 84 geschehen ist, die x,y-Ebenen des alten und neuen 
Ssstems als Diametralebenen z 
der Kugel dureh Zeichnung r 
ihrer Schnittkreise mit der ", IX 
Kugeloberftäcbe bervor; sie 
schneiden einander im Kllg"\' 
durchrness!'r K () K' I FiV. 1'·1) 
Es sei -) h" () X,;, d,·}' <I"rn 
Int"T\1\11 o· ,), p,o(l :111-
"..}I'·,n·lId,· \\"lllk,·! zw"cl, .. n 
j"np!Il /)lIr,),I111""'r lInd <\"r 
positl· .. pn .r- AdlsP <I.,s alten 
Systl'llIS. !·"'rner ""i {r der 
"Hiehtungswinkpl" d,'r neUl'n 
positiven -z-Achse OZ' gegen 
die alte () Z. Drittflns sei 
< KOX' = rp die in der .r: y'. 
\ 
I' \ 
Ebene in h~Z1l1' auf die Polarach~e 
der neuen Achse () y'. 
X 
\ 
Fig. 114. 
() K gflmpsspne .. Amplitude" 
Das alt", Achsenkrl'uz ka.nn durch Drehung in das Iloue ÜhOl-
geführt werdpll. ZUPfst drehe man da.s alte Ac,hsen krplll 11m dill 
z·Acbse durch den Winkel t/', wohei die positiV/' .r·Ach~p anf dPD 
Radius OK zu ]jpgpn komnlt. lrllendein PUllkt l' dl'r aHNl l";oor-
dinaten x, y, : habe in die"er Zwischenl;t/-!,p d(~, H.vstf'ms di .. l\oor 
dinaten XI' YI "]' ~ flch (;») :-;. 6 gilt: 
x = x] COS 'lj'- !I, sin '-i', Y ~= .r] sin 'ljJ + .1/] ('OS t)" Z - :1 
Sodann drehe ma.n da, f~bell erhalt.'lIp Krem: 11m di .. . r1 . AdlSP () ,,-
durch den Winkel ,'t, wohei dip ZI- Achsf1 nach ()Z' 1In,1 ,lie .r], "I' 
Ebene bereits in <1il) x', .1I'·I%PllP i<fldreht. wird, N"nllon WIr :r, . 
Y2' z, die Koordinaten von P in diesflr zweit"n ZwiRr.hpnla.!" d"q 
Systems, so gilt wiedflr nach U')) b. 6: 
Xl = :r2 , Yt - Y2 COS {t - "2 sin {t, 1'1 = y, sin ,,, + r:.~ 'I)~ ,t 
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Eine dritte Drehung um 0 Z' durch den Winkel cp führt zum neuen 
System: 
X2 = x' cos cp - y' sin cp, 112 = x' sin cp + y' cos cp, 
Die Elimination von Xl' '!It, ... , Z2 aus diesen Gleichungen ergibt: 
Die alten Koordinaten X, y, z des einzelnen Pu,nktes P hängen mit 
den neuen z', y', z' durch a"ei lineare Gleichungen: 
(1) 
I x = ~x' + asy' + asz', 
I y = bl x~ + b2 y: + ba z:' z = Cl X + Ci Y + Cs z 
zusammen, deren neun Koeffizienten sich ,in den drei Drehwngs-
winkeln cp, 1jJ, {t so darstellen: 
(21 
a l = + ros cp cos 1jJ - sin cp sin 1jJ cos {t, 
a2 = - sin tp cos 1jJ - cos cp sin 1jJ ros {T, 
Us = + sin 1jJ sin {T, 
bl = + cos cp sin 1jJ + sin cp cos 1jJ ros {t, 
b2 = - sin cp sin 1jJ + GOS cp COS 1jJ cos {t, 
bs = -- GOS 1jJ sin {t, 
Cl = sin cp sin {t, c~ = cos cp sin {T, 
c3 = GOS {t. 
Die Richtungswinkel der neuen Achse 0 X' im alten System 
seien (Xl' {Jl' ?'l' diejenigen von 0 y' und 0 Z' entsprechend 
(X" fJ2' ?'2 und (xs, ßs,?'a Der Punkt x' = 1, y' = 0, z' = 0 hat 
dann im alten System die Koordinaten COS"l' cos ßl' COS Y1 . 
Diese Werte müssen also in (1) für x, y, z herauskommen, wenn 
wir x' = 1, y' = 0, z' = ° eintragen, so daß sich u1 = COS Ctu 
b1 = cos ßI' Cl = COS 1'1 ergibt. Die Ausdehnung der Betrachtung 
auf die Achsen 0 Y' und 0 Z' ergibt: Die Korffizienten in (1) sind 
die neun "Richtungskosinus" der neuen Achsen im alten System: 
(3) ai = cos (Xi' bi = COS ßj> Ci = COS I'H (i = 1,2,3).1) 
1) Die Regeln (1) und (3), d. i. die lineare Beziehung zwischen den 
alten und neuen Koordinaten und die Darstellung der Koeffizienten 
a, , ... , es als Richtungskosinns, bleiben bestehen. wenn eines oder 
beide Systeme "Linkssysteme" sind. Z. B. führt die Transformation 
x' = x", y' = y", z' = - ZH das neue System in ein Link8system über, 
woraus dann die Richtigkeit der Behauptung leicht folgt. Nur der 
Kürze halber a.rbeiten wir im Texte ausschließlich mit Rechtssystemen. 
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Es bestehon zufolge (2) S. 94 und (3) S.95, da die neuen Achsen 
aufeinander senkrecht stehen, die Beziehungen: 
(4) a,!+b/+c;'=l, a,ak+b,bk+c,ck-O, (i+k). 
Durch Eintragung der Ausdrücke (2) rur die al , ••• , Cs kann 
man diese Relationen direkt bestätigen. 
Auf Grund von (4) ergibt die Auflösung von (1) nach x',y',t'~ 
x' == a1 x + b1y + eIE, 
'11' = a,x + b,y + c,z, 
t' = asx + bag + csz. 
Dies ist auch unmittelbar einleuchtend, da all a" as die Richtungs-
kosinus der Achse OX im neuen Systeme usw. sind. 
Durch Vereinigung einer Parallelverschiebung (1) S. 92 mit 
einer darauffolgenden Drehung des Achsenkreuzes um den Null· 
punkt erhalten wir die allg('meinstc Transformation eines recht· 
1t'inkligen Recldssysfems wirr/er auf ein soldl(~~ in drr Orst<J!t der 
linearen BeeWI1Jngfn: 
(5) 
,x-. a t< + (/,.11: -1 ('BE: + 11, 
1
1/ Ii.Y +- h '!I -t- Ii e -j- b 
• I 11. S ' 
~ ~- ('1 x' + S!!/ + ('8;:'·+ c, 
wo 11,11, r die Koordinatf'D dps Denen Nullpunktf\8 im alten ~ysteme 
sind und die npun Koeffizienten °1 , •• _, ca die Kosinus der Rieb-
tun~unterschiede der nellen Achsen in bezug auf die alten bpdputen. 
11. Das ursprtlngliche System sei rechtwinklig. das neue bI'-
liebig schiefwinklig; die Nullpunkte mägen zusammenfallen I). 
Die Transformation kleidet sich notwendig wiedAr in die linea.re 
Gestalt (1). Man nehme nämlich in der x,y-Ebene irgendeine. 
schiefwinkligen Systems die durch l<'ig. H S. [) angegelwne Ände-
rung der ?I·Achse vor, was nach (3) S. 6: 
x = x' - y' cotg 'W, y' y - sill W 
als linr'a/-c Be7.irhung liefprt. Der Winkel zwischt'n der x-Achst' und 
y- Achse des damit erhaltr-nrn Kreuzes ist jetzt hereits <'in TI\rhter. 
In der neuen '11, z- Ebenr wiederhole man eine I'Dtsprechendr A nde-
rung mit der ;:-Achse, worauf auch der Winkel zwischf'n der y-Arhsc 
und der e-Achse des damit el'haJt.enAn Kreuzes Ain rrehter wird. 
Eine dritte Ausübung der glf'tchen Operation in d .. r jetzigl'1l ;:, x-
Ebene führt. in der Tat zu einem ror.htwinkliglln ArhspnkrflU7. des 
ursprünglichen Nullpunktes, wob:li die Kombinat.i.on der drei SYHteme 
1) Der Kiirze halber mögen wieder heide S)'stem('" Rechtllsy8teme" sein. 
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linearer Beziehungen zwischen den ursprünglichen Koordinaten und 
den des zuletzt erhaltenen rechtwinkligen Systems auf Gleichungen 
der Gestalt (1), d. h. auf lineare Gleichungen, führt, Diese Ge· 
stalt der Gleichungen bleibt gewahrt, wenn wir jetzt noch von 
dem eben gewonnenen rechtwinkligen System zu dem unter ll. 
vorgelegten übergehen. 
Wir beziehen jetzt die Gleichungen (1) auf die beiden unter II. 
vorgelegten Systeme, yon denen das ursprüngliche rechtwinklig 
sein sollte. Für die Richtungswinkel der neuen Achsen 0 X', 0 Y'. 
o Z' im alten System behalten wir die Bezeichnungen /Xl' ßI' 1'1: 
a" ... ; "s, ... bei. Da dann eben wieder der Punkt x' = 1, y' = 0, 
~ = 0 im alten System die Koordinaten cos 1X1 .. COS j31 , COS 11 
hat usw" so folgt: Im Falle 11. bleiben lineare Transformations-
formeln der Gcstalt (1) bestehen, in denen auch wieder die Eoeffi-
~ienten a1 , ... , ca die neun Richtungskosinus der neuen schiet~ 
winkligen Achsen im aUcn Systeme sind. Die Koeffizienten befrie-
digen nach (2) S. 94 und (3) S. 95 die Beziehungen: 
a,2 + b/ + cl = 1, aiak + b,bk -t- Ci CA: = cos wp 
wenn wI ' w2 , wa die "Acllsenwinkel" des neuen Systems in der 
richtigen Reihenfolge bezeichnen. 
Da man durch Kombination der besonderen hiermit besprochenen 
Transformationen unter Hinzunahme der Umkehrung von 11. jedes 
kartesische Koordinatensystem in jedes andere überführen kann, 
80 notieren wir den Satz: Jf'd(~ Transfonnation kartesischer Koor-
dinaten wieder auf kartesische be,7riindet zwischen den beiderseitigell 
Koordinatentripeln lineare Relationen der Gestalt (5). 
§ 55. Darstellung von Flächen durch Gleichungen. 
Ist zwischen den Koordinaten x,y,z die Gleichung z= 3x2-7y +4 
vorgeschrieben, so kann man die sämtlichen Punkte P, deren Koor-
dinaten x, y, z diese Gleichung befriedigen, so konstruieren: )lan 
wähle zuerst in der x, y-Ebene einen beliebigen Punkt Q der Koor-
dinaten x, y und berechne für diese x, y aus der Gleichung das 
2.ugehörige z. Man errichte dann von Q parallel zur z-Achse nach 
der durch das Vorzeichen von z bestimmten Richtung die Str~cke 
QP = I z I, deren Endpunkt P einen der gesuchten Punkte liefert. 
Da sich bei stetiger Änderung von x und y auch z stetig ändert, 
so werd~n sich, falls wir diese Konstruktion für alle Punkte Q 
der x, y-.h:bene durchgeführt denken, die Streckenendpunkte P zu 
einer Fläche aneinanderreihen , die sich dann eben aus den ge-
samten, die vorgelegte Gleichung befriedigenden Punkten aufbaut. 
In dieser Art ordnen wir unter Vorbehalt genauerer Unter-
suchung in besonderen FLillen allgemein einer Gleichung zwischen 
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kartesü;chell Koordinaten eine ,.Flücllf" ZU, hestehend ans aJ]rn 
Punkt rn des Haumes, deren Koordinat('n X, p, : die \'('r~elegte 
Gleichun~ brfriedigen. Ist eine Fläche im Raume gq;·phrn. ~(\ nr-
suehe man umgekehrt eine Gleichung zwischen den Koordinatl'n 
eines geeignet gewählten ::lysü'ms aufzustellPD, die ,"on s]ch aus 
in yorstehpnder ""eise zur F]ädlP hinführpn wiirdr. ~faD nennt 
dann die Gleic4ung den "allalytiscltrn .Au.'druck" der Flijehe oder 
sagt, die Fläche sei durch die GJeir:hung "al1al!ltisch darge~<teIU" 
oder kurz "darr/c"tdlt". 
Entsteht die Gleichung einer Fläehp durch Nullsetzen eines 
Aggregates, dessen einzelne Glieder neben konstanten Koeffizienten 
nur Potenzen der x, y, z mit gamzahligen, nicht-negatiyplI Expo-
nentfm pnthalten, oder ist die Gleichung durch l'mrechnung auf 
diese Gestalt reduzierbar, so heißt die Fläche einl'.,lllg(/,ralsch(". 
Die Summe der Exponenten H)ß X,,1/, :: im einzelnen Gliedr ht:;ßt 
der "Grad" des Gliedes; dl'T höeh~t(· im J\gp-rp).!lIt auftl'l'Ü'ndl' <lrad 
heißt der "Grad der OleichulIp" ulld dllllll! dt·r ,.(;1"11.1 ,Irr dal-
gestf·llten Flächf". ·Wil~:-:. 1 ~ bpj dt'Jl ..I't'11tJ1l KurYt'Jl "t'lgt mall, 
daß der (;rlld lin/')' Fliicl,,' 1;1'1 Ansü/IUIi'! /"1111'r 'f'fll1l.~f/l)-m(Jli(m <1/'1' 
ka1'tcsi.'chm };lIlirti'il1a(/'lI I ,-I,all, 11 UI'I/,I .I.·d., nidlt-allole!'TalHche 
Flächt' wird ab .,(UJ/I.'!:llltlnd·· h.·1,'idlll,·t 
~ [,I). BOlllpiol !ler Zylindor- und Kogolfilichcn 
zweiten Grades. 
In beliebigen l\oordinat.rn sei t'iM (;Jeidmng yorg-elf'gt, III d<>r 
eine der Koordinaten. etwa z, nicht auftritt, z, TI. die (;leichung 
yl- 2px = 0, die in der x,y-Ebl'ne eine l'arabd dArstelltli. Soll 
der Punkt P der Koordinaten x, y,;: diese Gleichung hefriedigen, 
so genügen x und y der Gleichung y2 - 2 p.r = (), wiibrpnd E frei 
wählbar hleibt; d. h. jedpr Punkt P drr durch pinpn Punkt jpner 
Parabel parallel zur z- Achse verlaufrndl'll Hallml-\f'raden /TenUgt 
der Gleichung. Offenhar gilt allg!'mein: Aomml in rinfr r;!l·jcll1lllg 
eine dlT Koordinaten, ct1l'U z, nicht !'or. so ent.<trM die FIliI he, indrm 
man einr zur ;:-Ar"s/? Jlarallelf. beid/I·seit.' ulIb('grrll:/c (;,."O(/f üb,'1' 
dil'jenige Kur1'/' hinführt, laiche durch die (;//'icJlU11!1 m ,J". X,,1/-
Ebene dorgestellt ((!ird. Die Fläche heiBt. einf' .. Zylind(f·flt'i,~h(", die 
fragliche, in der x, !1-EbenE' grlrgene K urVIl wird .. V:itkurI'l" ,,1'-
nannt, und die die Fläche bildendrn (;erad('1J Find ihre .. "tankl-
linien". 
Die Zylil1der(lächen :weiten G1'adrs kann man ent.sprechend der 
Gestalt der Leitkllrvl'n naher einteilen. DiE' oben ~chon hetrach-
1) Die sm Anfang von § 66 befolgte Art der FlllchenkoDRtrnktion 
venagt in diesem Falle. 
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tete Gleichung '!l- 2px = 0 stellt einen "pambolischen Zylinder" 
dar, der in Fig. 85 (unter Gebrauch rechtwinkliger Koordinaten) 
skizziert ist. Der gezeichnete Teil 
der Fläche ist natürlich über die 
beiden parabolischen Ränder nach 
oben und unten unbegrenzt fortzu-
setzen, ebenso über .die beiden ge-
raden Rändel' entsprechend dem wei-
teren Verlaufe der Parabel. Den 
Ellipsen und Hyperbeln gehören ana-
log die "elliptischen" und ,,hyperboli-
schen Zylinder" zu. Zerfällt die Leit-
kurve zweiten Grades in zwei reelle 
Gerade, so zerfällt der Zylinder 
zweiten Grades in zwei zur e-Achse 
paraUele Ebenen. -Flg.85. 
Entsteht die Gleichung einer Fläche 
durch Nullsetzen eines Aggregates von Gliedern, die in uen Koor-
dinaten alle einen und denselben Grad n haben, so nennt man die 
Gleichung homogen vom n ten Grade in den x, y, z. Setzen wir in 
die linke Seite der Gleichung (.'x, (.'y, (.'z an Stelle von x, y, e ein, 
unter (.' einen beliebigen Multiplikator verstanden, so ändert sich 
die linke Seite nur um fAo" als Faktor. Dieselbe Eigenschaft kann 
auch der Gleichung einer transzendenten Fläche zukommen, wie 
das Beispiel: 
xz - 112 • sin (~) + 3z! = 0 
zeigen möge, bei dem n = 2 zutrifft. Um die Gradbezeichnung 
auf die algebraischen Flächen allein zu beziehen, sagen wir all-
gemein, eine durch Nullsetzen irgendeines analytischen Ausdrucks 
entstehende Gleichung sei "homogen von der n1ert Dimension", weDll 
die Eintragung von ",x, MI, (.'z an Stelle von x, 1/, z die linke 
Seite nur um den Faktor ",n ändert. 
Läßt man '" alle Werte von - 00 bis + 00 durchlaufen, so be-
schreibt der Punkt ((.'x, "'11, "'z) die unbegrenzte durch 0 und 
den Punkt (x, y, z) festgelegte Gerade (S. 96). Da nun eine ho-
mogene Gleichung mit (x, y, z) offenbar auch durch ("X, ,,11, 1'.) 
befriedigt wird, so enthält die dargestellte Fläche mit irgendeinem 
Punkte (x, y, z) stets gleich die unbegrenzte Gerade durch 0 und 
(x, y, z). Zur Konstruktion der Fläche bietet sich demnach fol-
gender Weg: Man lege etwa oberhalb der x, y-Ebene eine zu 
dieser Koordinatenebene parallel verlaufende Ebene. Alle Punkte 
dieser Ebene haban als dritte Koordinate z einen und denselben 
positiven Wert, etwa c, und erschöpfen zugleich alle Raumpunkte 
mit z = c. Die gesamten Punkte (x, y, c) der Schnittkurve der 
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fraglichen Ebene mit der durch die homogene Gleichung gelie-
ferten Fläche befriedigen die Gleichung in x, '!I, welche aus der 
vorgelegten Gleichung durch Eintragung des Wertes z - c ent-
steht. Die Fläche selbst be-steht nun einfach aus allen beiderse1fs 
unbegrenzten Geraden, u·elche den 
Nullpunkt 0 mit den Punkten jener 
Kurve verbinden. Die FIll.che wird 
als eine "Kegelfläche" bezeichnet, 
die in der konstruierten Ebene ge-
legene Schnittkurve dient bei Her-
stellung der Fläche als "Leitkurve", 
und die die Fläche zusammensetzen-
den Geraden sind ihre ,,Mantel-
linien", während 0 der "Scheitel-
punkt" des Kegels heißt. 
Als Beispiel ist bei Gebrauch recht-
winkliger Koordinaten in Fig. HG 
derjenige "Kegpl zweiten 'iradllS" skizziert, 
z - c festgelegt.en EhelHl die durch: 
1 - 0 
welcher in dl~r durch 
g!'g,.lll·nf' Ellipsp zur Lpjtkllrvp hat.; natürlich iRt die Fläche nach 
oben über den elliptischen Rand und nach unten nhllr den Scheitel-
punkt hinaus unhegrenzt fortzusetzen, Die Glrichwng dif.srB Kegcl,~ 
zweiten Grades ist: 
(1) X' yr z' + - -0· a' b
' 
c' , 
denn hierdurch ist in der Tat der Kegel gegeben, welchl'r jene 
Ellipse zur Leitkurve hat. Man beachte, daß die durch !J = h 
charakterisierte Parallelebene zur x,.e-Ebene, wie man durch Ein-
tragen von g = b in (1) lindet, den Kegel in der durch: 
z' x' 
c' - a' - 1 - 0 
gegebenen Hyperbel scbnf'idpt, Endlicb 8chneidf't., wie wir ohne 
analytischen Beweis angeben, eine nieht durch 0 lanflmde, zu ir-
gendeiner Mantellinie parallele Ebene den Kegel in einer Parabel 
Es ist demnach möglicb, e;nCf! tma dCft8elben Kf'llel zlui,(en nra-
des sowohl mittels einrr ~llip8f als auch finer 1l,llperbrl, ,~()f/'U' 
endlich auch einer Parabd als Leitkt"nJe Itrrzu,'neUI'n, zum Unter-
schiede gegenüber den bei den Zylindern zweit{\D Grades vorlie-
genden Verbältnissen (s. hierzu Fig, 3-i, S. H3 und den zugehil-
rigen Text). Artet übrigens die Leitkurve zweiten Grades in zwei 
reelle Gerade aus, 80 eerfällf der Kegel IWcitetI Grade... selbst i,. 
ItDet durch 0 hindurdllaufendc Ehenen. 
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§ 57. Darstellung der Raumkurven durch Gleichungen. 
Beispiel der Schraubenlinie. 
Zwei einander schneidende :Flächen seien durch ihre Gleichungen 
in einem beliebig gewählten kartesischen Systeme dargestellt. Ihre 
"Durchdringunqs- oder Schnittku1've" besteht aus allen Punkten, 
deren Koordinaten x, y, z die heiden Flächengleichungen zugleich 
befriedigen. Im Gegensatze zu den im 1. Teile betrachteten Kur-
ven spricht man hier von einer "Raumkurve", deren analyt~che 
Darstellung durch das gleichzeitige Gelten der beiden Gleichungen 
in x, y, z geleistet werden kann. Stellen die beiden Gleichungen 
einzelne algebraische Flächen dar, so heißt auch die Raumkurve 
,.algebraisch"; das Produkt der Grade der Flächen bezeichnet man 
als den "Grad" der Raumkurve, so daß z. B. die Durchdringungs-
kurve zweier Flächen zweiten Grades eine "Raumkurve vierten 
Grades" ist. 
Eine zweite Art der Darstellung einer Raumkurve mittels einer 
zu den x, y, z tretenden vierten variabelen Größe, eines sogenann-
ten "Parameters", werde sogleich an einem Beispiele erläutert. 
Man wähle rechtwinklige Koordinaten und lasse eine zur z-Acbse 
parallele unbegrenzte Gerade mit konstanter Geschwindigkeit fort-
wlI.hrend die Mantelfläche des durch x2 + y9 = 1 gegebenen "ge-
raden Kreiszylinders" umlaufen, etwa in der Richtung, daß der 
Schnittpunkt Q der Geraden mit d~r x, y -Ebene den "Leitkreis" 
des Zylinders entgegengesetzt der Drehungsrichtung des Uhrzei-
gers beschreibt. Auf der Geraden soll sich zugleich ein Punkt P 
mit konstanter Geschwindigkeit in der Richtung wachsender Werte 
z bewegen. Die von P beschriebene Raumkurve heißt eine ,,~ylin­
drische Schraubenlinie"; der Betrag k, um den sich die Ordinate ~ 
von P vergrößert, falls die Gerade einen vollen Umlauf auf dem 
Zylinder ausführt, wird die "Ganghöhe" der Schraubenlinie ge-
nannt. 
Zur Darstellung der Schraubenlinie führen wir als vierte ver-
änderliche Größe t die Länge des vom Punkte Q auf dem Leit-
kreise des Zylinders zurllckgelegten Bogens ein. Wir nehmen die 
Maßzahl t = 0 in einem Augenblicke, wo Q den Punkt x = 1, '!I == 0 
des Kreises durchläuft. Da Q bis zu diesem Augenblicke schon 
beliebig oft umgelaufen sein mag und noch weiter beliebig o~t 
umlaufen soll, so denken wir t als eine verll.nderliche Größe, dIe 
nach seiten sowohl ihrer negativen wie ihrer positiven Werte un-
begrenzt ist. Die Maßzahl t liefert uns zugleich das "Bogenmar 
des Winkels, den der Radius OQ mit der positiven x-Achse bl~­
det, wobei dann natürlich zwei Werte von t, die um ein MultI-
plum von 2n verschieden sind, ein und denselben Winkel liefern; 
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auch kann t, da. die UmJa.ufsl<eschwindil<kei1. k(lnstll.nt sein sollte, 
als .. Zeitmaß" gelten. 
Setzen wir jetzt noch fest, daß der Punkt P im "Augenblick" 
I = 0 die x, y- Ebene durcCschreiten soll, so u'ird dir ,.P(/ramelfT-
darst('Uu'l1g" der Schraubenlinie durd! die drei Gleichungen: 
(1) x = cos t, y""" siv t, Z = at 
geleistet, wobei die trigonometrischen Funktionen als solche des 
Bogenmaßes vom Winkel< QO X geschrieben sind und a eine 
konstante Größe ist. Da für t = 2:rt die Koordinate z = h, d. i. 
gleich der "Ganghöhe" der Schraubenlinie, wird, so können wir 
an Stelle von (1) auch setzen: 
~ 2) x = eos t, y = sin t, h i =~ I. \!:rt 
Eliminiert man t zwisch!'u zWt'ien diespr dn·j (ilt')chuIIW'll, 'CI 
entsteht eine nleichullg zwisdH'1l L'Wfl Varilllll'l"Il, wt'ldlt' Jllr all(· 
Punkte der KUTVtl richtiio( ist.. b't/ch ....... !O! 8ft/li dW'1 (;/' I/~ilUfj!l 
ei1U~ Z!J{tndrrjllirhr dar, IIUt' 11'('1, her dif S"hnwlll'lIlm/f "flt'I/ln \,'1: 
OffOlblJ1' km111 ma1/ ditsf'11 Z!dmdtr ('m(llI'" rllldllrrh kll11sfJ 1/1/1 ,n, 
dflß mon dir' SrJ,"'IU/Jl'n/lIl1" als .. /,('ilkun',," 1)('11111;1 lind dIr ,1flll1-
IrUinll'lI 1,arllllrl 71/ 'ü'r m JldTlu'.h/ kllmm(1uJrn IÜ)(/1'/1111Jirnlldlsr 
{IW.(I'?I ÜIßI. Dil' Elimimdion von ( aus elf'lI hf\l<lell I'r~t('n I;j"j-
chung!'n (2) liefert. naUir-
lieh wirder den Krpiszylin-
der xl! + yl! = 1. Neu da-
gegen sind die heiden durch 
die nIeichungen: 
(3) 
21ft 
X = cos ' .. ", h 
21ft: 
Y = sm h 
Ftll,81 
dargestellten "transze-ndrn-
ten Zylinder(lächrm". In 
Hg. 87 ist ein Teil dpr 
SchraubenlinieslriZ2.iert, wie 
sie sich angenähert von 
einem weit entfernten Punkte der negativen !I A('hpt' I1llrRt.f'lIt 
Die in der Papierebene tatsächlich gezeichneto Kurve i~t dill deI 
ersten Gleichung (3) entsprechende 8ogenannt.e ,.Sifll~slt"i('·', 
106 Da.rstellung der Ebene 
Kap. VII. Die Ebenen, die Geraden und die Ii ugeln. 
§ 58. Darstellung der Ebenfm in ka.rtesischen 
Koordinaten. 
Es sei in beliebigen Koordinaten eine Gleichung ersten Grades: 
(1) ax + by + cz = d 
vorgelegt, die wir auch als eine "lineare" Gleichung benennen. 
Die Koeffizienten a, b, c, d seien irgendwelche endlicheKonstan~; 
doch sollen a, b, c nicht zug,leich 11erschwinden, da. sonst die Glel' 
chung (1) entweder identisch besteht (für d = 0) oder durch 
keinen einzigen endlichen Punkt (x, y, z) erfüllba.r ist (für cl =\=0). 
Es gilt der Satz: Die durch (1) dargestellte Fläche ist eine Ebene. 
Verschwindet nämlich einer der Koeffizienten a, b, c, etwa c, so 
ha.ben wir nach S. 101 einen "Zylinder ersten Grades" mit zur 
,-Achse parallelen Mantellinien und der durch ax + by == d ge-
gebenen Leitgeradenj dieser "Zylinder" ist aber eine zur z-Achse 
parallele Ebene. Sind die Koeffizienten a, b, c von 0 verschieden, 
80 übe man die durch x =- x', y = y', z = z' + !! gegebene Par· 
e 
allelverschiebung der Achsen in Richtung der z-Achse aus und 
findet a.ls transformierte Gleichung (1): 
ax' + by' + cl == o. 
Na.ch S. 103 ist die Fläche jetzt als "Kegel ersten Grades" mit 
dem Scheitelpunkt (f und etwa der Leitgeraden ax' + by' + c == 0 
aufzufassen, welche in der durch z' = 1 charakterisierten Para!' 
leiebene zur x; y' -Ebene gelegen ist. Wir gelangen also zu der 
durch diese Gerade und den außerhll.lb derselben gelegenen Punkt 
0' bestimmten Ebene. 
Da man diese Betrachtungen bei beliebig vorgelegter Ebene 
leicht umkehrt, so gilt der Satz: Jede Ebene des Raumes ist durch 
eine lineare Gleichung (1) mit nicht durchgängig verschwindenden 
Koeffizienten a, b, c darstellbar, und jede solche Gleichung stellt 
eine Ebene dar, so daß die Ebenen die "algebraischen Flachen 
ersten Grades" erschöpfen. 
Folgende Spezialfälle seien genannt: V ersch windet d, so läuft 
die Ebene durch den Nullpunkt. Versehwindet einer der Koeffi-
zienten a, b, c, so läuft die Ebene parallel zu der in Betracht 
kommenden Koordinatenachse. Verschwinden endlich zwei unter 
den Koeffizienten a, b, c, so läuft die Ebene parallel zu einer 
Koordinatenebene. Auch die Umkehrungen dieser Sätze gelten. 
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§ 59. Die Norma.lgleichungen der Ebene. 
lJie Gleichung (1) § 58 nennen wir "allgemeine ClIeichnng" der 
Ebene. Durch Zusatz geeigneter endlicher und nicht verschwin-
dender Faktoren entstehen die "Normalgleichungen" der Ebene. 
I. Erste N onnalgleichung einer nicht durch 0 laufenden Ebene. 
Da d + 0 ist, so sind die drei Quotienten: 
d d d 
--=1, =m, --=n 
abc 
von 0 verschieden; sie können im speziellen a.uch (Xl sein, jedoch 
nicht alle drei zugleich. Die Multiplikation der Gleichung (1) § 58 
mit d -1 liefert die "erste Normalgleichung" der Ebenr: 
( 1) x + y + z = 1 . 1 m n 
Ist I endlich, so genügt der Punkt (l, 0, 0) der fllcichung (1). 
Wir finden: Die Größen l, m, n sind die Koordinaten x bzw. y 
und e der Schnittpunktp der I%ene mit den Achsf'n. Aueh dor 
Fall unendlich großrT W.'rtl' l, m, n ist sofort v"rstiindlieh; ist 
~. B. n,= 00, 80 Iiiuft dir Elwnn pnrallnl zur c-Ach-(', so daß diA 
Koonlinate dCR SchnittpunHos dllr Eben" mit dinsor Ach,,· in d"r 
Tat 00 ist. 
11. Zweite Normalgleichnng einer Ebon" Iwi 1'(Thlll'l1lkluII'11 1) 
Koordinaten. 
Läuft die Ebene nicht durch 0 hindurrh, HO halH' ,las Lnt von 
o auf die Ebene die Länge p und die Hichtllngswink('1 (X. (3. ('. 
ner Nullpunkt, irgendein Punkt (x, y, z) der Ebene und dl'r Lot-
fußpunkt (p eos IX, p eos ß, p eos r) bild!1n rin rechtwinkliges 
Dreieck mit dem letzten Punkte als Scheitl'lpunktl' .h~s rechten 
Winkels. Demnach gilt \(2) S. g3): 
x 2 + y2 +.c i = ((x - p COS 1X)2 + (y - p cos ß)2 + !Z -]I ('os 1')2) + ))1 
oder nach einfacher Umrechnung unter Benutzung von (2) S. 94: 
(2) x cos IX + 1/ cos IJ + z cos I' - }' = O. 
Liiuft Jie Ebenc durch () hin!llln'h, so erridlt,(, man in () auf ihr 
nach der einen oder anderen 81\ite pin Lot dor Lllnw· 1, d('ssen 
Richtungswinkel wieder IX, ß, I' seien. Blli W"ehsrl cl"r Lotrich-
tung werden IX, ß, r zugleich durch ihre Nob"nwinkpl Hsetzt. 
Jetzt bilden 0, irgendein Punkt (x, y, z) cl"r Eheno und dpr Lot.-
endpunkt (cos IX, cos ß, cos r) ein rechtwinkliges Drl'il'ck mit () als 
Scheitel des rechten Winkels. Also gilt: 
1) Diese besondere VorausRetzung dient der Vereinfachung der fol-
genden Formeln. 
'feubnen I,ellr.cten: Fr I ck •• An~lyt. Oeomolrie. I. Auf! !\ 
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(Xl + yl + ,61) + 1 = (x - cos a)' + (y - cos ß)' + (e - coa-t}I 
oder nach einfacher Umrechnung: 
(3) x cos a + y cos (J + e cos" =- 0, 
eine Gleichung, die sich der Gleichung (2) für P = 0 unterordnet. 
In (2) bzw. (3) haben wir die ,,zweite N01'malgleiChung" der Eb6f&C 
vor uns; sie ist eindeutig bestimmt, wenn die Ebene nicht durch 
o läuft, dagegen zweideutig, wenn 0 auf der Ebene liegt, wobei 
jedoch die heiden Gestalten der Gleichung durch Zeichenwech8el 
der linken Seiten ineinander übergehen. 
Wird die allgemeine Gleichung (1) § 58 durch Zusatz des Fak-
tors a in die zweite Normalgleichung übergeführt, so gilt: 
(4) aa=cosa, ab=cos{J, ac=cosr, ad .... p. 
Durch Quadrieren und Addieren der drei ersten Gleichungen folgt 
bei Benutzung von (2) S. 94: 
al(a' + b' + c') == 1 
und also, da a ll + bll + Ci> 0 gilt: 
(5) 1 a=± -' 
'Va'+ bS + 0' 
Das Vorzeichen bleibt für d = 0 frei wählbar, entsprechend den 
beiden Gestalten der zweiten Normalgleichungj für d + 0 muß 
ad ..... p > 0 sein, so daß dann: 
8gn (cl) 
(J == -~====~::::::::::;: 
+ 'Va'+ b'+ c' (6) 
der zur zweiten Normalgleichung führende Zusatzfaktor ist. Man 
merke noch an: Das Lot p und damit die E'YItfernung des NuU-
punktes 0 t:on det' durch (1) § 58 gegebenen Ebene ist: 
d d· sgn (ti) I d i (7) p .... a .... -:-:~~~~~ 
+ 'Vas+ b'+ c' + 'Va'+ b'+ c' 
§ 60. Abstand eines Punktes von einer Ebene. 
Um den Abstand q des Punktes (xo, !lo, eo) von der durch (1) § 68 gegebenen Ebene, d, i. die Länge des Lotes vom Punkte auf 
die Ebene, bei Gebrauch 1'echtwinldiger Koordina.ten zu berechnen, 
üben wir die Parallelverschiebung x = x' + xo, y - y' + 110' 
J! - Z' + '0 der Achsen auf den Punkt (xo, yo, '0) als neuen Null-
punkt 0' aus, wobei die Gleichung der Ebene übergeht in: 
ax' + by' + ce' .... d', d' = d - axo - byo- C/Zo' 
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Aus (7) § 59 folgt somit: Der Abstand de.s Punktes (XOI Y" _.) 
von der dw·eh die Glci{'}wng: 
(1) aX + by + CI' - d = 0 
grgebmen Ebene ist: 
axo + b!lo + CS. -- d : (2) q= +Vii+b'+c' ' 
wird also gewonnen, indem man in die linke Seite der GleichUf'lg 
(1) die Koordinaten xo, Yo' 1'0 des Punktes einträ.qt und den sich 
ergebenden WC1t, absolut genommen, durch + Y a! + b' + ci teilt. 
§ 61. Neigungswinkel BWisohen zwei Ebenen 
Zwei Ebenen seien in ,·echtwinkligen Koordinaten durch: 
(1) alx + bly + cle - al' ~x + bty + cle ~ d, 
gegeben. Schneiden sich diese Ebenen, so bezeichnen wir mit d 
die eindeutig bestimmt.e Maßzahl eines ihrer Noigllngswinkel, der 
nicht größer als ein rechter ist., Zur Bereehnun!{ von ~ errichten 
wir in einem punkt.e der Sehnittgeraden die hIliden zu den Ebf.-
nen senkrecht. verlaufenden Ilnhogn~m:t.en Oeradon, deren viflr zu 
Paaren !{llliche Wink,,1 gleich d und (1 H()o - d) sind. Zn diesen 
heiden Gemden laufen die Lote von () auf die }<;h,men I) pa.rallel, 
so da.ß der Winkel zwischen diesen heiden Loten glf>ich d oder 
(1800 - d) ist. Sind"J, ßl' rl und "I' ß" rl die Riebtungswinkel 
dieser Lote, so gilt na.ch (3) S, 95: 
(2) 008 d = I C08"1 OOS", + 008 ß1 oo8ßI + OOS"1 oos r, I· 
Mit Benutzung von (4) und (5) § 59 ergibt sich: Der mit d be-
.eichneie N eigUf'lgswinkel der beiden Ebenen (1) stellt steh ifl dtIIt 
Koe{{irienlen der Gleichungen so da,.: 
(3) cos J - , ./aiC+ct\a,+_~~~I.~~~iC+!'~\- '-+- c',: 
r 1 1 1'" I t ,; 
Ist d ein rechter Winkel, so beißen die Ebenen "orlJwgOMl"; 
das Kennzeichen orthogona.ler Ebenen ist: 
(4) u l u, + bl b, + CI C, - O. 
Sind die Ebenen parallel, so sind die wie oben zu erklänlnden 
Winkel "t, ßt , 11 entweder den Winkeln "S, (j" r, oder ihren Ne-
benwinkeln bzw. gleich. Die zweiten Normalgleichungen der Ebe-
Den stimmen 11.180, abgesehen von den Absolutgliedern, nberein 
oder die eine gebt durch Zusatz des }<'alrt.ors - 1, abgesehen von 
1) Fall. die ein~elDe Ebene durch 0 hindurchlll.uft., 10 i.t aur ihr 
du Lot in 0 sU errichten. 
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den Absolutgliedern, in die andere über. Da die Gleichungen (1) 
von den Normalgleichungen nur 11m Faktoren 0"1 und 0"11 (vgl. (ö) 
bzw. (6) S.108) abweichen, so folgt leicht: Kennzeichen paralleler 
Ebenen ist die Proportion: 
(6) a1 : b1 : Cl = aB : bll : Cs ; 
die eine Gleichung läßt sich durch Zusatz eines Faktors so um-
gestalten, daß sie mit der anderen, abgesehen von den Absolut-
gliedern, übereinstimmt. Die Gleichungen (2) und (3) bleiben iD 
Gültigkeit, indem sie cos J = 1 und also J = 0° liefern. 
§ 62. Dreieoks- und Tetra.ederinhalt. 
Zwei Punkte Pl , Pt der rechtu'inkligen Koordinaten xi' '!f .. Ef 
mögen voneinander und von 0 verschieden sein und sollen nicht 
mit 0 auf einer Geraden liegen. Dann bilden 0, P l , Ps ein Drei-
eck nicht-verschwindenden Inhaltes D, den wir aus den Xi' '!fi' Si 
berechnen wollen. Der Punkt Pi möge den Radiusvektor Ti von den 
Richtungskosinus at , bi , Ci haben, welche sich nach (1) § 51 zu: 
(1) Xi b = Y. c. __ ~ a, = -r. ' i 
, Ti ' • Ti ' 
(i 0= 1. 2) 
bestimmen. Bezeichnen wir mit -lt den Winkel zwischen Tl und 'SI 
so ist 2D-rt r 2 sin-lt, wobei sich sin-lt nach (4) S. 95 berechnet. 
Unter Eintragung der Werte (1) der Richtungskosinus ergibt sich 
als Ausdruck des doppelten Dreiecksinhaltes in den Koordinate,. 
:1:" y" zi: 
(2) 2D = + Y(YtZS- Y2Zt)1I + (ZtXlI- ZlIXl)9 + (xtYs - XIY1)'· 
Ein dritter Punkt Ps der Koordina.ten xs , Ys, Zs liege nicht in 
der Ebene des Dreiecks. Dann bilden die vier Punkte 0, Pt, PI!' Ps 
die Ecken eines Tetraeders mit nicht-verschwindendem ~nhalt 1', 
den wir gleichfalls in den x., '!fi' Zi darstellen wollen. Die Ebene 
des eben betrachteten Dreiecks hat zur Gleichung: 
(3) X(Yl,e'Il-YIlZl) + Y(Zl3iJ-Z,XI) + Z(XlY2-XSY1) = 0; 
denn diese Gleichung stellt, da der Radikand in (2) größer als 0 
ist und also die Koeffizienten von x, y, Z in (3) nicht zugleich 
verschwinden, eine Ebene dar; und offenbar wird die Gleichung (S} 
durch die Koordinaten von 0, PI und PI! befriedigt. Für den Ab-
stand h des Punktes Ps von dieser Ebene ergibt sich aus (2), § 60, 
S. 109: 
h = I Xa(Yl z~ - 1I,St) + Ya \S1 X, - Z,~) + za(x1 y, -x,1/t) I. 
2D 
Nun ist aber nach einer Elementarregel ST = Dh; es gilt also~ 
(4) ± 6T .... X1YIZS + X"Yszl + xaY1z,- XSY2Zl-X2Ylz,- Xl !!a',. 
Dal1ltellung der Geraden 111 
Zur Bestimmung des Vorzeichens nehmen wir eine gleich näher 
zu bezeichnende stetige Drehung des TIlt.raeders um I) ohne Ge-
~taltsiinderung desselben vor. Dabei ändern sich dip (j]jedpr des 
Aggregates in (4) rechts st.etig; ihre Summe kann sich demnach 
auch nur stetig ändern. Da aber der von ° verschiedene Weli 
der Summe entweder gleich + 6 T oder gleich - 6 T ist, und ein 
Wechsel unter beiden Werten eine unstetige Ä::Jderung sein würde, 
so ist der Summenwert während der ganzen Drehung entweder 
nur gleich + 6 T oder nur gleich - 6 T. Durch die Drehung 
möge nun PI auf die positive x-Achse verlegt werden, P, aber 
in der Art auf die x, 'Y- Ebene, daß 112 > 0 wird. Da jetzt XI > 0, 
'YI = ZI = 0, 'Y'J > 0, z'J = ° geworden ist, so gilt: 
± 6T=xI 1/tZs, 
so daß da.s obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem Zs > ° 
oder< 0 ist. Bei Übertragung einer auf die Achsenkreuze be-
zogenen Bezeichnungsweise finden wir: Der srdls(achr ]nJwlt ~.s 
Trtracde1"s der Erken 0,1'1' 1't, Ps ist durch dir Glrirhung (4) 
ge.qcbl'11" '/l'ob~i das 0/)('1"(' orln untrrl: Zriril('n gilt, jr fUlch.lrm die 
Radirt11'l'kt.ort'n 01'1' () 1'2' () l'a in dirsl'7' Anordntlt)(1 1';11 .,Rrdlts-
s.1!,~tcm·· ()1Ü'r I'in .. LinksHystrm" bilt/rn. 
~ 6a Darstellung der Geraden in kartesischen Koordinaten. 
Zwei nicht-parallele EbeDlm, gf'gnhen durch: 
(1) a l X + bl Y + CI E - d I = 0, a l J + b, Y + r, E _. d, - () 
schneiden sich in einer Geraden. die nach S. 104 durch da..~ ql-eich-
uitige Best.ehen der beiden Gleichungen (1) dargestellt ist. I~t um-
gekehrt eine Gerade im Raume gegeben, so legen wir durch die-
selbe zwei verschiedene Ebenen, durch derm aZeicJ/Ul1gcnpam' (1) 
die Gerade dargest.ellt wird. 
Sind m l , m, irgend zwei endliche, nicht zugleich verschwin-
dende Faktoren. so wird die lineare Gleichu.lg: 
(2) ml(alx+bly+clz-dt) -~(a,I+b!y+eIE-d~) ~ ° 
durch jeden Punkt dflr Geradl'n erfüllt. Andererseits heRtf'ht Bie 
nicht etwa identisch; denn gilt, z B. 1n 1 + 0, so ist. die Glf'i-
chung flir irgf>nd.~inen nicht auf der Gllraden gr]I'g'l'll('n Punkt 
der zweiten Ehene nicht erfUllt .. Nadl R 106 steJH, alRo (2) für 
jedes Fakt.orenpaar ml , ~ fline Ebene dar, die, wie schon· fl'st-
gestellt ist, unSf're Gerade enthält.. Irgendflint' dill Oera(le enthal-
tende Ebene kann man durch die Forderung lll'stimmfln, daß Fie 
durch dl'n nicht auf der Geraden geJllgenen Punkt (Io, !lo. EO) hin-
durchläuft. Dann sind die heiden Wert.e: 
"'I - a,xo + b,yo + C,EO - d
" 
m, - alxo + blyo + (1EO - d1 
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jedenfalls nieht zngleich gleich 0; für diese m1 , m, a.ber läuft die 
Ebene (2) durch den Punkt (:Co, 11o, .so)' Also kIWmen wir jede dri 
die Gerade hindurchlaufende Ebene in der GtStaU (2) darstell~. 
§ 64. Die Normalgleiohungen der Geraden. 
Dlll'Ch zweckmäßige Auswahl der beiden sich in der darzustel-
stellenden Geraden schneidenden Ebenen gelangt man zu ,,N0f'fK{Jl' 
gletckungen" der Geraden. 
, I. Erstes System der Normalgleichungen einer Geraden, die 
nicht zur y, e -Ebene parallel läuft. 1) 
\ 
Da die Gerade alsdann weder zur e-Achse noch zur y-Achse 
parallel läuft, so giht es zwei eindeutig bestimmte Ebenen durch 
die Gerade, deren erste zur e-Achse und deren zweite zur y-Achse 
parallel läuft. l ) Die Gleichungen dieser Ebenen haben die Gestalt 
(S. 106): ~:c -\- b11l = d1 , a,x + ~e = ds , 
wobei b1 und Cs von 0 verschieden sind, da andernfalls die Ge-
rade der Voraussetzung zuwider in einer der 11,' -Ebene parallelen 
Ebene liegen würde. Demgemäß sind: 
-~=x a,=A. _OI='L ~- .... v 
b1 'bi ' Ca r , C, 
vier endliche Zahlen, und man gewinnt von jenen heiden Ebenen 
aus die Normalgleichungen der Geraden: 
(1) y-xa:+l, z=f4:C+v. 
IL Zweites System der Normalgleichungen einer Geraden odel 
"Zweipunktform" der Geradengleichungen. . 
Läuft die Gera.de zu keiner Koordinatenebene parallel, und SInd 
(:.1:1,1/1' 's1) und (a:" Ys, SI) zwei verschiedene Punkte der Geraden, 
80 kann weder :C1 =:.I:! noch 111 = Y2 noch auch ' 1 = ' s zutreffen. 
Die "Zweipunktform" der Geradengleichungen ist: 
~) x-~ y-~ e-~ 
X, - Xl =- Y, - Yl = " -'1 . 
Diese "dreigliedrige" Gleichung ersetzt nl\mlich zwei lineare G~ei­
cbnngen, deren jede durch die beiden Punkte (:c/, 11., 'i) erf'iillt wird. 
Ist die Gerade zu einer Koordinatenebene, etwa der x, 1/-Ebene, 
para.llel, so tritt an Stelle von (2) das Paar: 
(3) 
1) Damit .011 auch ausgeschlossen sein, daß die Gerade in der 
"I-Ebene liegt. 
t) Wird die I-Achse von der Geraden geschnitten, so itt die durch 
diele heiden Geraden fesfigelegte Ebene gemeint. S. iibrigena die Be-
tnchtung am Anfang von § 66, S. 116. 
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1st sie zu stU'ei Koordinatenebenen und damit zu einer Achse, etwa. 
der z-Achse, parallel, so hat man anstatt (2) die Gleichungen: 
(4) 
III. Drittes System der Normalgleichungen einer Geraden bei 
rechtwinkligen Koordinaten. 
Eine vom N ullpunlrt 0 eines rechtwinkligtm KoordinateIlSystems 
a.usziehende Gerade habe die Richtungswinkel ct, (J, ')'. Die Koordi-
naten ihrer Punkte sind x = r cos a, y == r cos (J, z = r cos ,)" wo r 
von 0 bis 00 zu wachsen hat, wenn der Punkt (x,!/, z) die Gerade 
beschreiben soll «1) S.96). Die Verlängerung der Geraden von 0 
nach der anderen Seite ins Unendliche liefert weiter die Punkte 
(- r cos a, - r cos ß, - r cos ')'). Es wird also der Punkt der 
Koordinaten: 
( 6 ) x = t cos ct, !/ = t cos ß, Z = t cos ')' 
die beideneits unbegrenzte Gerade beschreiben, wenn t von -- 00 
bis + 00 wandert. 
Eine durch den Punkt (zo, Yo' )1"0) hindurchlaufende, mit einer 
Pfeilrichtung verselwne Oerade hahe gegen die positiven Achsen 
die "Richtungsunterschiedfll ' ct, ß, y. (lbt man die durch x - x' + xo' 
y - y' + Yo' z = z' l' 2"0 gegebem. Pllrlllln!verllchiehung der Achsen 
aus, 80 gilt im neupn System x' = t (JOB 0:, ?/ = t (JOll ß, z' - I (JOB r 
ff1r die Punkte der Geraden; alllo besehreibt. im ursprünglichen 
System der durch: 
(6) x-xo+too8a, Y-Yo+tcos(3, st-zo+tcosy 
gegebene Punkt die Gerade, falls wieder t von - 00 bis + 00 
wandert. In (6) und (5) ist eine ,,Paramrlerdarstellung" der ('~­
raden gewonnen (S. 104). 
Ist die Gerade zu keiuer Koordinatenebene parallel, so sind 
ihre Richtungsk08inuS von 0 verschieden. Dann folgt aus (6) 
durch Elimina.tion von t: 
(7) x - Xo Y - Y. $ - '0 
-CO! -0:- - oori-fJ - 001 Y 
&18 in Aussicht genommenes System von Normalgleichungm. Der 
Punkt. (.ro, Yo, 10) ist auf der Geraden frei wäblhar; dagegen sind 
die Rlchtungllkosinus durch die Gerade eindeutig bestimmt bis 
a.uf einen gemeinsamen Zeichenwecbsel, der bei Änderung der 
Pfeilrichtnng eintritt. --
Wählen wir &18 Punkt (3:0, Yo' .0) insbesondere den Schnitt-
punkt der Geraden mit der y,. -Ebene, 80 gilt Xo - 0, und ma.n 
findet aWi (7): 
,_(COIt)s+yo, z_(~o·_t)x+. 
COI« 001« 0' 
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womit wir die Gleichungen (1) wieder gewonnen haben. Wir er-
gänzen die Betrachtung der Normalgleichungen (1) durch den 
Satz: Die Bedeutung der Absolutglieder .1.,11 ist die, daß (O,A.,v) 
der Schnittpunkt der Geraden mit der y, z-Ebene ist; im Falle 
rechtwinkliger Koordinaten gilt für ~ und (-' die Proportion: 
(8) 1 : ~ : (-' ... cos IX : cos fJ : cos r 
so daß " und (-' als die "Richtungskoeffizienten" der Gleichungen 
(1) zu bezeichnen sind. 
§ 65. Abstand eines Punktes von einer Geraden. 
In rechtwinkligen Koordinaten soi eine Gerade durch: 
(1) y="x+l, e=(-'x+lI 
gegeben 1). Die zur Geraden senkrechte Ebene durch 0 hat zur 
Gleichung: 
(2) IX: + "y + (-'z -= 0 ; 
denn das in 0 auf dieser Ebene errichtete Lot hat zufolge der 
zweiten Normalgleichung (a) 8.108 zu 1, x, (-' proportionale Ric'!-
tungskosinus, lluft also zufolge (8) § 64 zur gegebenen Geraden 
parallel. 
Der Schnittpunkt der Ebene (2) mit der Geraden (1) ist der 
Fußpunkt des Lotes von 0 auf die Gerade; die Lotlinge p gibt 
den Abstand des Nullpunktes 0 von der Geraden an. Nun findet 
man die Koordinaten x, y, z jenes Fußpunktes durch Auflösung 
der Gleichungen (1) und (2) nach x, y, e; insbesondere ergibt sich: 
d+",,, 
x=-
1 +,,'+1''' 
während y und z durch Eintragen dieses Wertes :t in. die Glei-
chungen (1) gewonnen werden. Für den Radiusvektor p des frag-
lichen Punktes (x, y, z) folgt: 
p = Y Xi + (u + l)8 + «(-':t + 11)' 
= Yx'l (l + "l!+ 1'1) + 2x (d + (-'v) + l'l + vI. 
Durch Einsetzung des eben berechneten Werles von :t erhält man 
den 8atz: Der Abstand p des Nullpunktes 0 von der durch (1) 
gegebenen Geraden ist: 
(3) 
1) Das Koordinatensystem ist 80110 BO gewählt, daß die !f,. -Ebene 
nicht zur Geraden parallel ist. 
\ 
I 
I 
Kürzelter Abst.nd zweier Geraden llb 
Um daraufhin den Abst.and q eines beliebigen Punktes (.%:0' Yo' zo) 
von der Gera.de:J. (1) zu berechnen, üben wir, wie ftblich, die Pa.r-
allelverschiebung x = x' + xo, 1/ """ 1/' + Yo' z - :' + Zo aus und 
finden in den neuen Koordinaten an Stelle von (1) die Glei-
chungen: 
y' = ~x' + (l + U o - 'Yo), z' = I'X' + (v + I'xo - t o)' 
Die Gleichung (3) liefert nach kurzer Rechnung den Satz: Der 
Abstand q des Punktes (XOI 'YOI t o) von der Geraden (1) in: 
(4) q =-V(""-lE'+E'Yo-xto)I+(l+":Co-.!to)I±J"+P.Xo=-!i')~. 
1+,,1+1" 
§ 66. KürBester Abstand zweier nicht-para.lleler Geradell. 
In rechtwinkligen Koordinaten seien zwei nicht-paral1ele Gerade 
durch die Gleichungenpaa.re: 
(1) {y~,,)x+).), t-I'I X + vp 
Y <= ",x +;." z - l'ix + )'. 
gegeben 1). Der kürzeste A hstand q t'in118 PunktAlB der t'rsten (;,,-
raden von einern solehen dflr zWIJiten soll ]' .. rt'chnflt ",erdl'n. 
Wir nrnnen die Geraden kurz 01 und ()" wählen auf ihnl'n zwei 
beliebige Punkte PI und P, lInd legen durf'h PI !lint> l'amJlf'lfl zn G, 
und durch P, eine Parallele zu _ --', 
GI' Damit gewinnen wir zwei ~ / ',', 
Winkel mit parallelen Schen- ~ E, /. 
keIn, die zwei Parallelebenen EI ~ "-- ' 
und E, festlegen, von denen die '-.. , '. ..-:~ 
eine GI und die andere G, ent-
hält (Fig. 88). Weiter errichte 
man llings GI eine zu EI senk-
rechte Ebene, welche (da GI 
und G, nicht parallel sind) G, 
in einern endlichen Punkt P schneidet.. D~ Lot PQ f'OtI J> a'l{ EI 
trifft mit seinem FttfJpunld Q die Gerade G), strht a'l{ oMrn Ge-
raden sNikrrchl. und er!libt in q - PQ den kürzr.'IIna Abstand dl'!f' 
Geraden, der tllgleich der senkrechte Ab.~talld der l'araütkhenen 
EI' E, ist; denn jede andere Verbindungsgeradl' zweier Punkte 
von GI und G, verläuft nicht senkrecht. ZII f:1 und Ry lind hat 
demnach eine Linge > q. 
Bezeichnen wir mit. a, b, c die RichhlDg8kosinuR de~ Lot.es PQ, 
so gilt, da dasselbe zu GI und G, 8enbecht vl'rläuft., zufolge (3) 
S. 95 und (8) S. 114: 
1) 8. die Note zu § 66. 
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a + ~1b + ""1C = 0, a + ~b + "",C = 0, 
und man findet durch Auflösung nach den Verhältnissen der 
a, b, c: 
a: b : c = (~~I- "'''''1) : (""1 - ~!) : ("2 - ~). 
Die Ebene E 1 , als senkrecht zu PQ verlaufend, ist durch: 
("1""2- X2f't) x + (1-'1- (As)Y + (~- ~)z - d 
darstellbar, wobei man das noch unbekannte Absolutglied d aus 
der Bedingung bestimme, daß E1 den Punkt (0, Al! 1'1) enthält: 
(2) (~l""J- ~2""1) x + (f't - (At) (y - At) + (x,- Xl) (z - 1'1) = o. 
Die gesuchte Größe q kann man n~ auch als Abstand des in ~ 
gelegenen Punktes (0, l" v,) von der Ebene Ei ansehen und findet 
demnach auf Grund von (2) § 60, S. 109, den Satz: Der kürzeste 
Abstand q der beiden durch (1) gegebenen nicht-parallelen Ge-
raden ist: 
(3) I (xI - x,) (vt - vt ) - 0'1 - Ä,) (f'1 - f't) I 
q = V(X1/1-2 - x, /l1)2 + (/lI - 1',)' + (Xl - X,)I • 
Als besonderer Fall ergibt sich: Die beiden durch (1) darge-
stellten nicht-parallelen Geraden werden siek stets und nur dann 
im Raume treffen, wenn die Bedingung besteht: 
(4) (~ - "') (v1 - v,) = (lt - 1,) (f't - "",). 
§ 67. Gleichung der Kugel in rechtwinkligen 
Koordinaten. 
Um bei Gebrauch rechtwinkliger Koordinaten eine Kugel (d. i. 
eine Kugeloberfiäche) vorn Radius (! und vom Mittelpunkte (a, b, c) 
durch eine Gleichung da.rzustellen, beachte man, daß die Kugel 
ans der Gesamtheit dsr Punkte (x, y, e) besteht, die vom Punkte 
(a, b, c) den Abstand (! haben. Aus (2) S. 93 folgt damit: Die 
Gleichung der KugeZ mit dem Radius (! und dem Mittelpunkte 
(a, b, c) ist in rechtwinkligen Koordinaten: 
(1) (x - a)2 + (y - b~s + (e - c)"'- (J2 
und also, wenn der Mittelpunkt insbesondere der Nullpunkt 0 ist: 
00 ~+~+~-~ 
80 d.afS die Kugel eu' den "algebraischen Flächen eweiten Grades" 
gehört. 
Entwiokelt man in (1) links die. Quadrate, 80 kann man der 
Kugelgleichung auch die Gestalt geben: ~ 
(8) Xl + y' + ,,- 2ax - 2by - 2ce + cl- 0. 
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J)ie Gleichung (3) mit belifbigen Korffizienfen a, /I, rund ej11fn1 
nur der Bedingung: 
(4) d<a'+b2 +c' 
unteru'orfcnen Koeffiiienlen d stellt also immer eine Kugel dar, 
nämlich diejenige des Radius + Va! +bi-t- c2 - d und des MitteJ-
punkies (a, b, c). 
Ist r der Radiusvektor des Punktes (x, y, z) und sind ", ß, 'Y 
dessen Richtungswinkel , so kann man die Kugelgleichung (3) 
auch in die Gestalt kleiden (1) § 51, S. 94): 
(5) rl! - 2 r (a cos" + b cos ß + c cos r) + d - O. 
§ 68. Da.rstellung d'lr Tangentialebene der KugeL 
Der Mittelpunkt der Kugel deA Radius ~ sei der Nullpuukt 
des rechtwinkligen Koordinatensystems, so daß di/-' Kugelgleichung 
die Gestalt (2) § 67 hat. Ist (n, v, w) irgendein Punkt der Ku-
gel, so gilt hiernach: 
(1) u' + v' + f{.1 - ~'. 
Eine durch (u,", ?li) hinilurchlllufl'llde UHradll df'lr Hicht.unjlR-
kosinus uo, /10 , Co ist nach (li) H. 11 a durch dif~ ,Yl\rl\nll't~,rd&r­
stl'J\ulIg" : 
( 2 ) x ~ U + 00 i, Y - v + /10 f , t ~ 11' j Co I 
angebba.r. Sie 9chneidet die Kugel außer in (14, ", 11) noch in 
einem zweiten Punkte, dessen Parameterwert t gleiehfa.1I8 (Irei 
der Kugelgleichung (2) § 67 genügende x, y, t lillfert: 
(t. + aot)'+ ((I + bot)l+ (U' + /:01)'- ~J. 
Bei Ent.wicklung der linken Seite unter Benutzung vou (1 1 sowie 
von {/02 + bo' + Co I = 1 nimmt diese in f quadrati"chfl Gl/-'ichllng 
die Gestalt an: 
2t (aou + bov + cou') + t' -- 0 
und liefert in ihrer I~ö8ung t - 0 den Punkt (u, 1', U), in ihrer 
7.weit~n Lösung: 
t =- -- :? (aou + /;0 1' + cow) 
aber eben den zweit,en Schnittpunkt der Geraden (2) mit tI"r 
Kugel. 
Geniigen die Ricbtungskosinus ao, bo, Co der G1"jchun~: 
(3) 
60 fll.llt der zweite Schnittpunkt mit dem ersten (u I v, tll) V.US&m-
men. Eine G-rrade (:I), deren Ricllümgsko.tinu.~ die Gleidlung (8) 
befriedigen, /reifSt aemMCh eine 114m Berl./.k" .. ftg.~ ('" t', f(J) 
geMrende .,E ugrltangmte". . 
118 Pol und Polarebene in bezug auf eine Kugel 
Ist (x, '!J, e) irgendein Punkt. einer solchen Kugeltangente, 80 
findet man, indem man die Darstellungen (2) dieser x, '!J, z mit 
U, v, 11} multipliziert und addiert, mit Benutzung von (1) und (3): 
(4) xu+yv+zw-q'J. 
Jede Kugeltangente des Berührungspunktes (u, v, w) ist demnach 
in der durch (4) dargestelUen Ebene gelegen, welche man als die 
"Tangentialebene' der Kugel mit dem Berührungspunkte (u, v, fD) 
bezeichnet. 
Die vorstehende Überlegung führt auch bei den im nächsten 
Kapitel zu betrachtenden Flächen zweiten Grades zur Aufstellung 
der Tangentialebenengleichungen.1) Für die Kugel allein hätten 
wir uns ds.ra.uf berufen können, daß die Tangentialebene auf dem 
Kugelradius des Bertihrungspunktes (u, v, w) senkrecht steht. Die 
zweite Normalgleichung (2) S. 107 der Tangentialebene hat dem-
nach p .... (!, und die Richtungskosinus des Lotesp sind ~,!,~, Q Q .. 
80 daß die mit (! multiplizierte Normalgleichung sofort die Glei-
chung (4) ergibt. 
§ 69. Pol. Polarebene und reziproke Polaren in bezug auf 
eine Kugel. 
Die durch (2) § 67 gegebene Kugel heiße kurz K. Ein von 0 
verschiedener Punkt P der Koordinaten u, v, w liefert eine durch: 
(1) :tu + yv + zw _ (!' 
dargestellte, dem Punkte P eindeutig zugeordnete Ebene, welche 
als die ,,Polarebene" des Punktes P in bezug auf die Kugel .K be-
seicJmet wird. Umgekehrt heitJt der Punkt (u, v, w) der ,,Pol" der 
Ebene (1) in bessug auf K, so daß einer beliebigen, nieht durch 
(
aql be/I e~~ 
o laufenden Ebene a:t + by + ce = d der Punkt -er' T' TI 
als Pol zukommt. 
Hat der Radiusvektor r = + yul + Vi + wl des Punktes P die 
Richtungswinkel IX, (3, '1, so kann man die Gleichung (1) der Po-
larebene durch Division mit r in die zweite Normalgestalt: 
U 1J W QI , 
:1)- + '!J- + t- =-:1) oos« + '!J cosß + e cosy .... - ==' r ,. ,. ,. ,. 
setzen. Das Lot ,,' von 0 auf die Polarebene aes Punktes P be-
rechnet sich somit aus: 
(2) rr' - qS 
ud hat dieselben Richtungswinkel wie r. 
1) Die Rechnungen werden indellen unten nicht mllhr aUlgef'ilhd. 
Reziproke Polarpn in l.czug auf eiDl~ K 1110<,,1 11!! 
Hiernaeh gilt filr die Konstruktion tlpr ]'oJarf'henf' ein,,~ ~f'­
gebenen Punktf's l' das Polgf'nde, Lif'gt jl auf dpr Kngl!lHäche 
selbst, so ist dip Polarebene mit der Tangf'ntiall'hrnp idpnti~cb. 
Liegt P innerhalb K, BO gelten in einer b~liebigpn durch 0 und 
P hindurchzulegenden Ebene die Angaben der Fig. 21, 8. 24, und 
des zugehörigen Textes; die Gleichung (2) wird eben durch die 
daselbst aufgestellte Gleichung OP, Op' = OB~ verwirklicht. 
Drehen wir die Figur um die Achse OPP', 80 beschreibt die Ge-
rade p' C die Polarebene von P, der Kreis liefert die Kugel, und 
die Tangenten P'B und P' B' ergeben den sogenannten "Tangen-
twlkegel" des Punktes p', Dieser Kegel hat alle von P' an die 
Kugel laufenden Tangenten zu Mantellinien und berührt die Ku-
gel längs des bei der eben vollzogenen Drehung von Bund B' 
beschriebenen Kreises, Die Ebene dieses Kreist's i~t übrigf'ns. wjp 
wieder aus der Gleichung OP, OP' ~=, ()]/ einleuchtend ist, dip 
Polarebene des auBerhalb K gelegenf'n PunHes P'.l) 
Es gilt folgender ReziprM:iUUssatz: ],it:q/ da Punkt {?/I' 1'\, "I) 
auf' der Polard)('nc drs 1'lIl1ktr,,'{ (11, 1', 1fJ), so lirgt 1111('h /l1JlfVI, dlrt 
der Punkt (11,1:,1/') IJU{ (h',. Po{arrllt'nr HI11 (111' 1't, {('t I \r,rd 
nl1mJieh dip (; Jei .. hullg (I) dllrrh (1I p 1'1' Ir t ) !,pfri,.dig1. d. h. pli 
fJtU + 1'1 1'1 lI't1r (I', ~() !J"iUt dif'~ ,.hell :luch, dall .kr I'linkt 
(u, I', I"') die (:l .. ichung ,ru l j !I/I j ,:lI'l'" (l~ lll.fri.dlv t . 
Beschreibt <lmnnach I'in Punkt. l' irg!llldf'inl' Elwlle, ,0 dp'ht 
sich die Polarl'bellf' ,'(\n J' um t!PT! 1'01 diesor E1H'n". 1l,,~rbr"lht 
P dil' Schnitt.geradp G zwpjpr Ehf'npn, ~o fln'hf. sich dir 1'013fphf'nf! 
von P um die Verbindungsgeratle G' dN heiden Pol!' jf'nf'r El>f'llI'll 
Auch umgekehrt ist, die Gprade G in der P01an·hrne jpdf's Punk-
tes P' von G' enthalten, wie man durch Hrrausgreifen 7wf>ipr 
Ebenen durch G', welche Polarebrnen zweier Pnnktr, von G 
sind, auf nrund des Rezipl"Ozit.ätssatzf's einsieht. Zwei solche t ;(', 
rade G und G' nennt man .. rrzipro}rr Polafr1J"in bf'.wg ouf d,r 
Kugel K. 
Schneidet G die Kugel in den beiden Punkten BI lind 11" ,,, Ile' 
hören zu ihnen als Polarebf'nen flie zllg'f'hiir-igrn Tallllenlla!l'}wnen, 
deren Schnittgerade ~olllit die 7.11 G rpziprokf' Polare li,'fnt. L:inft 
G ltllßerhalb K. f'O kehre man dipse Kon~t.ntkti()n um) lp).:r 1l1~,\ 
durch G die beidrn Tangeniialebollf'n an X, dl'ren llf'riihrlllliZ'-
punkte die reziproke Pola.rr G' fest.\"I-tf'll. E~ fol!1't lllf'rl\llS IM'h, 
1) AllS den Konlitruktionen df'8 Text~A folgi: Riiekt l' in dl'll Mit-
telpunkt n von K, AO wandl'.rt. dip PolaN'bene inR Pnl'ndlirb('; man 
sa.gt, die PoJarebene des Mittelpunkt.e~ () sei di.~ ,,1lneofllicb fprop 
Ebene" des Raumes, \Vandert, P' auf der Verläng,mmg eineR Kngt>J-
radius ins Unendliche, so wird Brhließlich die Pollt.rphclle von p' di .. 
zu jenem Kugelradiu8 senkrecht.1' DiametraJebene von 1\. 
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<lafJ ewei f'eeiproke Polaren einen Richtungsunterschied von 90' 
miteinander bilden. I) 
Alle diese Angaben sind leicht durch Rechnung zu bestätigen. 
Die Gerade G- durch den Punkt (u I V, w) von den Richtungsko-
sinus a, b, c besteht aus den Punkten Cu + at, v + bt, w + ct) 
wo t ein "Pa.ra.meter" ist (S. 113). Die zugehörigen Polarebenen, 
gegeben durch: 
(xu + '/Iv + ew - (l) + t (ax + 1>11 + cz) = 0, 
laufen alle durch die Gerade ()! der Gleichungen: 
(3) xu + '/Iv + ew - f!! - 0, ax + b'/l + ce = O. 
Da. die zweite dieser Gleichungen die zu G- senkrechte Diametral-
ebene darstellt, so bildet G', als in dieser Ebene gelegen, ta.t-
sächlich einen Richtungsunterschied von 900 gegen G-.B) 
§ 70. Inversion an einer Kugel. 
Wir behalten die Bezeichnungen von § 69 bei Zwei Punkte 
P, pi gleiCher Richtungswinkel ce, p, 'Y, <leren Radienvektoren r, r' 
<lie G-'teichwng (2) § 69 befriedigen, heifJen betüglick <ler Kugel K 
einander "invers", oder man sagt, sie gehen <lurch ,,Inversion"') 
an der Kugel K ineinander über. Beschreibt P eine Fläche oder 
Kurve, so beschreibt p' die "beeüglick K inverse Fläche oder 
Kurve". 
Mittels der Gleichung: 
(1) erll - 2r(acosa+bcos{J+ccosr) + d = 0 
kann man die Ebenen und Kugeln des Raumes zusammenfassend 
darstellen, die ersteren für e = O. Wie S. 26 finden wir das ZU 
(1) bezüglich K inverse Gebilde dargestellt durch: 
d.,." - 2 r' . ". ( a cos a + b eos (J + c cos 'Y) + e f/' =- 0 
und erhalten mittels der tiberlegong von S:26 den Satz: Eine 
nicht durch 0 laufende Kugel invertiert sich an K wieder in tiM 
Kugel, die nickt durch 0 llJ.u{t; eine KugeJ durch 0 ergibt bei der 
1) In dem besonderen (im Texte nicht weiter beachteten) PrJle, 
daß G eine Kugeltangente ist, wird G' einfach die zu G senkrechte 
T&ngente desselben BerIlhrnngspunkte&. 
2) Ist (Nt t1, w) auf K gelegen und G eine Tangente, 80 gili 
au + btJ + cw -- 0 (8. 117); . die zweite Ebene (8) läuft also duroh 
den Beriihrungapunkt (u, t1, w) der durch die ente Gleichung (8) 
dargestellten Tangentialebene, wodurch sich die ADg&ben der letzten 
Note bestAtigen. 
8) oder duroh "Bpiegehmg" oder "Transformation vermöge rezi-
proker Radien". 
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InfJersWn eine nicht durch 0 laufeffde Ebene, und umgrü;'rt l~rerl 
eine solche Ebene stets eine durch 0 laufende Kugel; srhlirlJlicJr 
wird jede Ebene durch 0 bei der Inversion in sich seZbst iibergf(iJ.hrl. 
Kap. VIII. Die Ellipsoide, die Hyperboloide und die 
Paraboloide. 
§ 71. Das drei&Ohaige Ellipaoid. 
In der x, y-Ebene eines rechtwinkligen KoordinatenJystems sei 
die der Gleichung: 
(1) X' y' (JI +l)I = 1 ,;:-x, oder y - ± b V 1 - a' 
entsprechende Ellipse gezeichnet. Dreht man diese Ellipse um ihre 
a.uf der x-Achse gelegene Hauptachse, so erzeugt sie im Raume 
eine Fläche, die a.ls "Um-
-!.rehungs"- oder "R()tation.~­
ellipsoid" bezeichnet wird, 
und deren (Jest.a.lt durch die 
in Fig. 89 angegebene Skizzl' 
vera.nscha.ulicht wird. npj 
einzelnen Pllnkt.- der Ellipsf' 
(1) j,p8chreiben hei der Um-
drehung die "ParaJhJ,krri..~e" 
der Rotationsfläche, deren 
z 
... 
Mittelpunkte auf der x-A.ch" FI,r. 8'. 
(" Rotationsachse") liegen, 
und die die zugehörigen in der zweiten Gleichung (1) gegebeneD 
Ellipsenordmaten zu Radien haben; in der Figur sind einige 
dieser Parallelkreise angedeutet. Die Gleichung des fraglichen 
Rotationsellipsoids ist: 
X' y' z' 
(2) al +". + bi - 1. 
Legen wir nämlich durch den Punkt (ro• 0, 0)" der x-Achse die 
zur ,.e-Ebene parallele Ebene, die der Gleichung x - XII ent-
spricht., 80 erhalten wir durch Eintragen von Xo fnr x in (2) a.1tt 
Gleichung der Schnittkurve dieser Ebene mit der durch (2) dar-
gestellten Fliehe: 
y'+ .'- bt (l- ~I) oder y'+ r- Yo', 
unter Yo die zu :Co gehörende Ellipsenordinat.c (1) verstanden. Wir 
gelangen also hier fIlr I Xo I ;;;; a in der Tat geradl' zu den oben-
genannten Parallelkreisen, wlhrend fftr 1.2:0 I > a, wie es sein muB, 
reelle Schnittkurven nicht mehr vorliegen. 
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Von der Gleichung (2) aus kann man (S. 100) die Fläche auch 
in der Weise konstruieren, daß man im einzelnen, nicht auße~. 
halb der Ellipse (1) gelegenen Punkte (x, y) der x, y -Ebene dIe 
aus (2) zu berechnenden z-Koordinaten: 
, / Xl y' 
Z = ± b V 1 - a t - bi 
senkrecht nach oben und unten aufträgt . 
. Man wolle nun alle so aufgetragenen z-Koordinaten, absolut 
genommen, im Verhliltnis c: b verkleinern, unter c eine dem In~~­
vall 0 < c < b angehörende Zahl verstanden. Hierbei gehen die 
Parallelkreise nach S. 37 in Ellipsen der Achsen 2yo, 2 fUo über, 
die Fläche selbst erscheint von oben und unten her gegen die 
11:, y-Ebene zusammengedrückt und liefert das durch: 
1/ x' y' 
z = ± c V 1 - a,1 - lJ! 
oder in rationaler Gestalt durch: 
X' y! Z2 
(3) -ät+ b!+'C!=l 
dargestellte "dreiachsige Ellipsoid". Diese Fläche ist bezrJglifI~ 
jeder Koordinatenebene sich selbst symmetrisch und hat den Nu 
punkt 0 zum "Mittelpunkte"; die auf den Koordinatenachsen gel: 
legenen "Durchmesser" 2a, 2b, 2c heißen die "Hauptachsen, 
oder kurz die "Achsen" des Ellipsoids, ihre Endpunkte aber dIe 
"Scheitelpunkte" desselben. 
In der vorstehenden Betrachtung ist a > b > c angeno~eD~ 
N eben dem für a > b = c eintretenden "gestreckten RotatiOfl$ 
ellipsoid" haben wir noch für a = b > c das , abgeplattete Rotß-
w:nsellifsoid" zu nennen, d~s durch Drehung' einer Elli~se : 
dle kIeme Achse erzeugbar 1st. Für a = b = c ordnet sIch 
Kugel ein. 
§ 72. Das zweisohalige Hyperboloid. 
Unter Beibehaltung rechtwinkliger Koordinaten werde jetzt in 
der x,y-Ebene die der Gleichung: 
x 2 y' , / X' (1) a
'
-1>,=l oder y=±bVli,-l 
entsprechende Hyperbel gezeichnet. Dreht man diese Hyp~rbel:' 
ihre Hauptachse (x -Achse), so erzeugt sie im Raume eIn" :s 
drehungs-" oder "Rotationshyperboloid" und zwar ein sogenann " 
"sweischaliges" oder ein "Hyperboloid mit zwei MantelfllJch~ , 
dessen Gestalt durch Fig. 90 veranschaulicht wird. Die bel en 
ZweilichaligeR BYJlf'rholoid 
"Schalen" der Fliichf' f'nt.spTllch/'n <! .. n btüd .. n ZWIll~en d .. r "r7,PU-
~end/'n Hyperhel und laufen über di{! hl'iden, dip Fil-(ur T(!f'!Jt- !lnd 
link~ b!'randenrlen Paralh·lkrei!'p ins Unendlich/'. Wip 111 ~ 71 
bpim Ellipsoid findet man als (;Iei('hun~ ries ZlV('i~('haligeli ]\"w-
tionshyperholoids: 
(2) 
a' 
y' 
b' b' 1. 
)lan denke die Fläche jetzt wieder durch Auftragen drr :. Koor· 
dinaten in den Punkten (x, y) der x,y-Ebene hergestellt und ,er· 
kleinere alsdann alle aufgetragenen z- Koordinaten, absolut ge-
nommen, im Verhältnis c : b, unter c wieder eine Zahl d", Int f'rvalls 
, l 
\ 
\ 
(I <: , / " "PTstanden, Hit· l'aralJ"lkTf'i~e I-(ehpn dahpi in Ejhp~en 
übf'r, dprf'n Hallpt.a,chsen zur ,1/' 11l1d zur :- Af'hsp para]]{·] sind. 
Dif' Flnehf' seIhst wird yon ohf'1l UIl(1 IInten gegen ,lip J". y. Ehen .. 
zusammpnwdrii<' kt und li<·fert da;. .. dl'('i<Jch.~igf zlI·(?f.srnab,(]f Htl1)('1" 
bnlow" o,lrr .las ,.dl'fif/chsigr }{Yl'fr/lOl<lid mit r:11'fi Jfnnt,,/f/.ruhr·n". 
als de"r-Il fi]pichunl" man WH' 1Il ;:; i 1 findf'!: 
,r' 
a' 
.' ~, - 1. 
r 
Auch dipse F]ii"hf' Ult hoziiglich jllrll1r K""nllllatenelwlJl1 sl<'h ,,"lhst 
sYlllmptrisch 11n(1 hat dpn Nullpunkt fI Zlllll .. ,lfdlrll'mlldr" \'f'f 
lI'uf der ,r-Arhsf' ,,"]Pl"('111' .. l>nrchnwsRpr" :2 (/ l~t dil' ,,!lC111111(U':hsr". 
deTl'\D Endpunkt f' dir !>"idpll "Srhrild'/lInkfr" sin<!. Ihp in (I hal 
bif'rt.en f'trf'cktn '21J Ilnd '2 (' dl'r .11' Hnl! I!l'r :: .\ I'h,,· hf'i S .. n 
.,}I;,.ncmll'hsrn'· 
~ 73. Daa olliptiache Paraboloid. 
Wie RJeh di~ Parabel a.ls Ühl'r!<al1!<~fall zwischen (lIP EJlip~l1n 
und Hyprrhpln ordnet (S, fi2), so habl'll wir ein#' Pllt!'prechendl' 
Teu bueTi Lt-itfiiden' Fr i ~ k f!o. Ana1yt HPtomflotTh~. 9 
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Fläche zweiten Grades, welche als Übergangsfall zwischen den 
Ellipsoiden und zweischaligen Hyperboloiden anzusehen ist. Man 
gehe in der x, y -Ebene von 
Z der durch: 
(1) y2 = 2b2x 
gegebenen Parabel des Halb-
X parameters bi aus und drehe 
,"----f----1r--+--+---l---1I-.... dieselbe um ihre mit der po-
sitiven x-Achse zusammen-
fallende Achse. Das ent-
stehende "Rotationsparabo-
l<'ig. 91. loid" ist in Fig. 91 skizziert 
und verläuft, entsprechend 
der Parabel, über den die Figur rechts berandenden Parallelkreis 
hinaus ins Unendliche. Die Gleichung dieser Fläche ist: 
y' Zl (2) y2 + Z2 = 2b9x oder b! + 1Ji = 2x, 
wie man mit der beim Rotationsellipsoid befolgten Methode zeigt. 
Führt man jetzt wieder die Verkürzung der z-Koordinaten ~ 
Verhältnis c: baus, so gehen die bisherigen Parallelkreise ID 
Ellipsen über, und die Fläche erscheint von oben lmd unten gegen 
die x,y-Ebene zusammengedrückt, wobei wir also wie bisher an 
der Bedingung 0 < c < b festhalten. Wir gelangen zum "ellipti-
schen Paraboloid" von der Gleichung: 
(3) l 
welches die positive x-Achse zur "Achse", den Punkt 0 zum "Scheitel-
punkt" und die y, Z - Ebene zur ,,Bckeiteltangentialebene" hat. Die 
Fläche ist sowohl in bezug auf die x,y-Ebene wie die x,z-Ebene 
sich selbst symmetrisch, nicht jedoch in bezug auf die '/I, z -Ebene. 
Wie die Parabel, so hat auch das elliptische Paraboloid keinen 
Mittelpunkt. 
Vielfach gibt man das elliptische Paraboloid durch die Gleichung: 
(4) 
Es läuft dies gegenüber der vorstehenden Entwicklung auf eine 
"zyklische" Vertauschung der Koordina.tenachsen und eine ent-
sprechende Änderung in der Bezeichnung der Nenner in der dar-
stellenden Gleichung hinaus. 
EinlChalilf&M Hypl~rboloid 
§ 74. Da.s einsoha.lige Hyporboloid. 
Es ~el.iet.zt. in der x,.-Ehrne durch die Gleichung: 
In x' 
a' 
z' 
• =- 1 
c 
, . 
d 1/ r o er x = ± a r 1 + c' 
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eme Hyperbel gegeben, deren Nebenachse dil' .e-Aebse ist I) Bei 
Drehung um diese Achse erzeugt die Kurve als .. umarehtmgs-" 
oder ,.Rotatiollshgperboloid" ein sogena.nntes ,.einschaligr-s Hyper-
boloid" oder ein .,Hyperboloid mit emer Mantelfläche". Die Gestalt 
dieser Fläche ist in Fig. 92 skizziert; natürlich läuft die l''li.che 
über die beiden, die Figur oben und unt!'Tl berandenden Parallel-
kreise wieder ins Unendliche. 
Als Gleichung des einscha-
ligen Rotationshyperboloids 
findeu wir allS (1) auf dem 
bisberigen Welle: 
(2) x' .-'- y' 
tJt j a t 
z' 
,- 1. 
(' 
~an dNlke jetzt diese 
Pläi'he dadllrr.h herJ.(estA1IlL 
daß man Hll "in1.elnen Punkt.., 
(x, z) der x,:- Ebene die hei-
den ZIlJ.\l'hiirigen, eina.nder 
entgegengesetzten ?I-Koordi-
nat.en a.ufträgt. Sodann wolll' 
man, nnt.er beine dl'm Inter-
vall 0 < b < a a.ngehörende 
z 
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Zahl vl'rl'tanden, alle aufgetra.genen 1/- Koordinaten, absolut g('-
nommen, im Verhältnis b: a verkleinern. Die Fllche erscheint 
von vorn und hinten gegen die X, l- Ebene zusammengedrückt 
und liefert das .,d,"eiachsige ei'fl8chßligl? Hyperboloid" oder das ,4rrj-
qchs0" HyprrboWid mit einer Mardelfl.liche", als dessen n!t>ir.hung 
man wie bisher: 
(3) x' y' ,. -+ -- -1 a' b' r' 
findet. Die FlAche iRt wieder bezüglich jeder Koordinlltenehl'lll' 
lieh selb~t symmetrisch, und sie hat d!'D Nullpunkt () zum .. MufrJ 
punkt". nie auf der x-Achse und der ,,-Aohse gelegllnen "lJun'h~ 
messer" Z a und 2 b sind die "H (JfJpt.ac.h.~etI" der l<'11('.he, deren 
Endpunkte ihre .,sch~ll)tMl.ktr". nie in 0 halhillrte 8t.recill ~ r 
der ,-Achse beißt "Nf'be'fl.a.chs," dll8 Hyperboloids. 
I) Hier 1011 unenu('hieden bleiben, ob c< a oder - a oder> a i.t . 
• 
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§ 75. Das hyperbolische Paraboloid. 
Eine letzte noch zu betrachtende Flä.che zweiten Grades kann 
nicht durch Vermittlung einer Rotationsfläche versinnlicht werden, 
ist jedoch als Grenzfall des einschaligen Hyperboloids zugänglich. 
Man vollziehe die Parallelverscmebung des in § 74 benutzten 
rechtwinkligen Koordinatensystems nach dem Pnnkte (- a, 0, 0) 
als neuem Nullpunkte. Die Gleichung (3) § 74 des Hyperboloids 
nimmt, wenn die neuen Koordinaten gleich wieder x, y, ~ ge-
nannt werden, die Form: 
an oder nach Multiplikation mit a und Benutzung der abkürzen-
d B ·hn b ,c , en ezelC ungen --= = b, ~ = c : Va Va 
(1) 
Lä.ßt man nun bei festbleib enden b', c' die Zahl a unendlich 
werden, so gehen die von der x, y-Ebene auf dem Hyperboloid 
z 
1!'Ig. 118. 
ausgeschnittene Ellipse und 
die von der x, t-Ebene auS-
geschnittene Hyperbel zu-
gleich in Parabeln über. Bei 
der entstehenden Fläche, dem 
"hyperbolischen Paraboloid", 
wollen wir indessen gerade 
wie bei dem elliptischenPara-
X boloid 8.124 eine "zyklische" 
Vertauschung der Koordina-
tenachsen unter entsprechen-
der Änderung der Bezeich-
nungen der Koeffizienten vor-
nehmen und schreiben: 
(2) 
als Gleichung des hyperbolischen Paraboloids .. 
In Fig. 93 ist die dieser Gleichung entsprechende Flä.che in der 
Nähe des Nullpunktes skizziert, und zwar da.durch, daß die Schnitte 
der Fläche mit den Koordinatenebenen sowie mit der OberßlI.cbe 
eines um 0 als Mittelpunkt gelegten regulä.ren Hexaeders ange-
eben sind, dessen Flächen zu den Koordinatenebenen parallel 
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laufen, und dessen Kantenliinge etwa gleich 1 ist 1). Die durch 
E = 0 gegeben!' x, y- Ebene schneidet d8.8 Paraboloid in df'm dur ... h: 
x' _ y' _ (11: + Y) (X _ Y) = 0 
a' b' a b a b 
dargestellten Geradenpaar. Die beiden zur x, y- Ebene paralJelt'n 
Ebenen der Gleichungen z .... ± t liefern als Schnitte die konju-
gierten Hyperbeln: 
x' 1/' 
a' - b' ~ ± l. 
Die x, z -Ebene schneidet die Fläche in der Parabel x' == 2 a! E, 
die y,z-Ebene in der Parabel y'J= - 2b'z usw. Die Fläche ist 
sich selbst symmetrisch bezüglich der x, z-Ebene und auch bezüg-
lich der y,,e-Ebene, nicht jedoch in bezug auf die x, y-Ebene. Dt'r 
Nullpunkt 0 heißt der ,.--"cheitelpunkt' des Paraboloids; in der Cm-
gebung dieses Punktes hat die Pliiche die Gestalt eines SaUels. 
Die x, y- Ebene ist als "Sckritdtangf'ntialebme" zu bezeichn"n. 
§ 76. K.reiuohnitte und Kreluohelbenmodelle der FllI.chen 
zweiten Gra.dos. 
Bei Gebrauch rl'cbtwlIlldiglJr Koordinakn in der 1%1'IHI Kind dip. 
Kreise durch OIllil'hnngt'll fler Gestalt: 
(1) x' + y' + A.7 + Ji y+ e ~ 0 
dargestellt, falls A'+ B'> 4e ist (S. 22). OiltA'+ B'< H ', 
10 ist die Gleichung (1) durch kein reelles Wertepaar x, y zu be-
friedigen, wir sagen dann, sie stelle einen "imaginll.ren Kreis" dar. 
Ist A' + B' = 4 C, so zieht sich der Kreis auf einen Punkt zu-
sammen; diesen Fa.ll wollen wir den reellen Kreisen zurechnen. 
Wird eine vorgelegte Flii.che zweiten Grades durch eine EbeD!> 
in einem (reellen oder im a.gin !1 ren ) Kreise geschnitt.en, so mögl' 
diese Ebene als eine "Kreisschnittebene" der Flii.che bezeiehnet wpr-
den. Machen wir sie zur x, y-Ebrne eines rechtwinkligen Koordi-
natensystems, so muß die Gleichung der Fll1che die Gestalt.: 
(2) (x'+ y~+ Ax + By + 0) + t(a;r + by + CE + d) - 0 
annehmen; denn die Gh~iI:bung muß in jedüm Koorclinat.ensystl'mf' 
vom zweiten Grade ~ein, in dem ausgewählten alwr inslH'sondl·re 
so gebaut, sein. daß sil' rur z - 0 in eine nJeichung (1 , ilbt>rgebL 
Eine beliebige Paral1elehene zur Krc~isscbllijj.l'bpnf' (.1', .y-E\,pne) 
1) In der Figur ist a:> b anltellommen, .lorh .oll diesfl Vorall~­
setZllug keine8weg~ allitemeiu gelten. Pie heid!'n zur x, e-Ebenp par-
allelen Flächen des Hexaeders werden vom Paraboloid dP.T Fig ~8 
nicht geschnitten 
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ist durch e -- e darstellbar. Durch Eintragen von e = e in (2) 
findet man die Schnittkurve dieser Ebene mit der Fläche durch: 
Xl + 1/1 + (A+ae)x + (B+be)1/ + (0+ cel1+ ae) = 0 
dargestellt. Da dies wieder eine Gleichung der Gestalt (1) ist, 80 
folgt: Liegt irgendeine Kreisschnittebene einer Fläche eweiten lhatles 
flor, so besteht die ganee Schar ihrer Parallelebenen aus lauter Kreis-
schnittebenen ; insbesondere schneiden diejenigen unter diesen EbeMfl, -
welche die Fläche treffen, reelle Kreise aus. 
Bei der Aufsuchung der Kreisschnitte der in §§ 71 bis 74 be· 
trachteten Flächen zweiten Grades genftgt es demnach, die etwa 
durch den Punkt 0 laufenden Kreis8chnittebenen festzustellen. 
Beim hyperbolischen Paraboloid lehrt die Anschauung der Fig. 99, 
8.126, ilafJ Kreissckniitebenen nicht existieren können; dagegen wer· 
den wir beim EUipsoid, den beiden Hyperboloiden und dem ellipti-
schen Paraboloid leicht Kreisschnittebenen nachweisen. 
Den "Obergang zu einer neuen x; 1/'- Ebene, die wir auf ihre 
Eigenschaft als Kreisschnittebene prüfen wollen, vollziehen wir 
nach S. 97 und :!!'ig. 84 durch die beiden ersten daselbst beschrie-
benen Drehungen, denen die Drehungswinkel 1/1 und 4t zukamen, 
so daß in den Transformationsformeln (1) und (2) S. 98 der dritte 
Winkel rp = 0 zu setzen ist J). Die hernach auszuffthrende Ein· 
tragung z' = 0 kann auch sogleich vorgenommen werden. Es muß 
demnach die Eintragung: 
x - x' cos 1/1 - 1/' sin 1/1 oos 4t, 1/ -x' sin 1/1 + 1/' cos 1/1 008 &, 
e = 1/' Bin 6-
fftr x, 1/, e in die Flächengleichung in X',1/' eine Gleichung der 
Gestalt (1) liefern. 
Diese Forderung ist leicht bei den einzelnen Flächen zu p~!eD. 
Wilblen wir als Beispiel das zweischalige Hyperboloid (S) 8. 123, 
indem wir an der damaligen Voraussetzung: 
(S) b > c 
festh&lten, 80 mftssen in der transformierten Gleichung, damit sie 
die Gestalt (1) hat, die Koeffizienten von x" und 1/' gleich sein, 
und der Koeffizient von X"lI' muß verschwinden: 
(4) 
(6) 
oost1/' sint 1/' sint1/'oost,& cosl1jlooat ,& 1Ül1& 
(i'I - bI = a l bt - -er' 
- (:1 + ~t) cos 1/1 Bin 1/1 oos 6- == O. 
1) Man erinnere sich, daß durch dieae beiden Drehtmgen berei~ 
die neue ~,y' -Ebene erreicht wurde; die Lage der beiden Achsen In 
dieser Ebene ist ftlr die folgende Betrachtung gleichgflltig. 
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Da nach S. !t7 rur 'Ii , und .ft die Ungleichungen 0° :.: 14' < l~Oo 
0 0 < .ft ~ 1 ROo gelten, so ist zufolgt> (5: entweder ~; ~ 90° ode; 
1/1 = 0° oder .ft = 90°. Im zweiten Falle, 'I/J ~ ()o, Iif'fprt (4): 
1 cos'./)- sin'./)-
a' b' c' 
eine Gleichung, die durch keinen Winkel .ft befriedigt werden ka.nn. 
Im dritten l'alle, .ft = 90°, folgt aus (4) und (3): 
cos' '\11 (~ + -~) = _1 - ~ < 0 
a' b' b' Cl , 
eine Bedingung, der kein '\11 genügt. Dagegen finden Wlr fI1r 
tf ... 90°, wo Gleichung (4) die Gestalt: 
cos'b sin'b 
a' 
anr;mmt, mit Rücksicht a.uf 00 ~ .ft ~ 1800 die heiden Lösungen: 
a y'b' -- c' 
COll.lf- ± . 
bVa'+c' 
Die Kreisschnit~h('ne ::' - () hat. nar.h :->. 9!I im urtlprUn~i1chen 
Syst.eme die (JJelr.hun~ (l!x + h,'Y -t cal." - 0, 1\1110 folKt IlllS 121 
8. 98 rur die h"rpchnpt.en Winkf'! 1/1 - 90°, 'Ti - 0° und ;~: 11,.,m 
zwcischabgen Hyperboloid h4ben ,rir durrh (irn J'mIAI () W'!'1 lind 
nur zwei K reissch'nitlchrnen : 
(6) c.xV'al -+ b' ± atYb'- c' ~ 0, 
welche die !I-Achse enthalten. bezüglich der x,!I-Eb~ lXkr (was 
auf dassel.be hina'lUlläu(i) buüglich der!/, t - Ebffl.fJ iMlander "Y"'-
metrisch sind lAnd im Falle des Rotation..~hyperb()loich (b - e'l fMt 
der y, z -Ebene zusammenfallen. 
Beim Ellipsoid (3) S, 122 mit a > b > (', dem f\lliptischen Panl-
boloid (4) S, 124 mit a > b und dem f\in8Cnalillen Hyperholoid ! 3) 
S. 125 mit a> b findet man auf gleiche Art: .!('(je di.e."er Flli.chf'1!l 
hu.t IZfCei durch 0 hindurchlaufende K rcis.~ch"itt.f'lIl'11e'Y1, (VI' WflrlJ.f; 
man entsprechende A It,~sagerl II'ic beim zu'eischaligrn HYI-erboW1,d 
au.~ ihren GZeichungen: 
cxya l - b' ± azy'b'~ e' - 0 (Ellipsoid). 
bz ± gYa'--l,' - 0 
<yYa i - ö' ± özy'a'+ c'"".. () 
\ elliptillehb8 PlI.raho!oid), 
(einschaligell Hyperboloid) 
t) Beim Ellipsoid (auch beim oiollcbaligen Hyperboloid) ist da.. Er-
gebni. auch direkt geometriich einleuchtend. Eine die y-Achle nicht 
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Indem man sich Kreisscheiben aus Karton ausschneidet und in 
geeigneten Fassungen parallel zusammenordnet, kann man sich 
auf Grund der gewonnenen Sätze leicht "Kreisscheibenmodelle" der 
Flächen zweiten Grades herstellen. Ein solches Kreisscheibenmodell 
des Ellipsoids ist in Fig. 94 abgebildet und zwar ist der Kon-
struktion der Figur ein Ellipsoid zugrunde gelegt, dessen Halb-
Fig.94. 
achsen die Proportion a : b : c = 4 : 3 : 2 befriedigen. Das Modell 
ist von einem weit entfernten Punkte des Lotes aufgenommen, 
welches auf der einen diametralen Kreisschnittebene in 0 errichtet 
ist, so daß sich die Kreisschnitte des einen Systems auch in der 
Figur als Kreise darstellen_ Zieht man wie in Fig. 94 bei Herstel-
lung eines Modells sogleich beide Systeme paralleler Kreisscheiben 
heran, so sind die Scheiben mit Schlitzen zu versehen, um sie in-
einanderschieben zu können 1). 
enthaltende Ebene durch 0 schneidet das Ellipsoid in einer Ellipse 
des Mitte'punktes 0, welche in der x, y-Ebene einen Radius> b UD.d 
in der y, z-Ebene einen Radius< b hat und deshalb nie ein KreIs 
sein kann. Eine Ebene durch die y-Achse gibt eine Schnittellipse, 
deren eine Hauptachse 2 b auf der y-Achse liegt, wä.hrend die an~ere 
Hauptachse der x, z-Ebene angehört. Die Forderung, daß auch dIese 
gleich 2 b sei und also ein Kreis vorliege, führt leicht zu den oben 
allQ"egebenen Kreisschnittebenen. 
1) Von den S. 101 H. besprochenen Flä.chen zweiten Grades haben der 
elliptische Zylinder und der Kegel Kreis8chnittebenen, nicht jedoch 
der parabolische und der hyperbolische Zylinder, wie aus den Gestalten 
der Flächen leicht hervorgeht. 
Gerade Linien auf !ll'rn Hyperholoid 
§ 77. Gerade Linien auf Flächen zweiten Gradeß und 
Fadenmodelle der Flächen. 
Durch einen beliebigen Punkt l' des ein~r1Hlligen li,vpf>rh"l"ids 
(3) S. 125 legt> man die zur x, y-Ebene parallele Ehene, sowie Oll' 
durch die :-Achse laufend" Ebene. Die prste Ebene schneide! auf 
dem Hyperboloid eine Ellipse, die zweite eine Hyperbel am; \ 8, /'lwa 
Fig. 9:2, S.125). Die Tangenten dieser beiden Kurven in l' legen 
eine Ebene E festl), welche durch diese Tangenten in ,ier h"i P 
zusammenstoßende Teilebenen zerlegt wird. Die Ellipse und die 
nächst benachbarten Teile des Hyperboloids liegen auf der einen 
Seite von E, die Hyperbel und die nä(:hst henachbarten Flächen-
teile auf der anderen Seite dieser Ebene E. Das Hyperboloid muß 
demnach in jeder jener vier Teilebenen die Ebene E in der Art 
durchdringl"n, daß wir als Bestandteile der nurchdrinllung-skun'" 
jedenfalls vier \'on P in dl"n vier Teilebenen :l1lszieh(·ndt' Kut\'PIl-
züge erhalten. ~lIn ist al)('r die Dllr~hdrilJglIlJgskurvtl vom zweiten 
Grad!"), und all,· Kllr\'fm di/'ses (;radl'.s sind oben (R. ()[dfl auf-
gestellt. Indl'lll man die V/lrSdliedmll'n Arte/) d.-r hUr\'/'1i z\Hit(Jtl 
Graot>s durc.hgpht, prkennt lIlan, daß .. in/' Kurv .. dit·s.·, (; rn<!"s, 
die vif'r v()n j' aIlHzil~hllndf' Zill''' h/lHitzt, (>in PaßT ~\!'h in J' id,,~r 
knmzend .. r (;!'rnd"n darst"llt 1'\ ergild sidl .Im' :--:atz: I )/Ju"h ,INJrn 
Punkt J' df's rinsrhnlig('n ]{Y}lrrI107oids l(Jufen nl'l'i 9(,1'IJ,[' I. 7111 r/', 
hindurch. II'rlchr lIi lhr('r g(111.::1'11 A u.,df}mun.fJ t!rr FI,},I,I' Im!!' fltd 1'11 
1st zweitens P ein Punkt (11.11. ,I') deR hypprhnh~('h!'n l'arallO' 
10id5 (2) S. 126, so zieht' man die heideD EhllDrD :r = U HlJ(1 Y - f' 
heran, die zur y,z-Ebene hzw. zur;r, z-Ehen'l drs Konrdinatpn-
systems parallel laufen. Sie schneiden auf dem ParabolOld die 
beiden Parabeln: 
( U') Y2= _ 2b' z- 2 a' • ( f. t ) X' = + 2 a t z + 26' 
aus, von denen die erste nach unten, die zweit<l nach ohen konkav 
ist (s. auch Fig. 9:3, S. 126L Durch Wiederholung der ehl'n lopim 
Hyperboloid durchgl'ruhrten üherlegung folgt: Auch dun.".h Jf'dNl 
Pun"t des h.1fPcrbolisr.hm l'aro.I)()l,{)üi.~ 1,11111rl1 C11'f'1 .rrradl {'ml('li 
hindurrh. die in lhrl'r ganzen Au,widmung !irr Fliiehr OI1!Jrh",'rn ~ I 
1~, E ist die Tanl{t'\ntiaJehenf" ,jf'R lIYl'l'rhü )oi,j. im Punkt" 1', 
2) Jede Ebene schnl'idet pine Flikh" 7,weit,cll (Jrad('~ in I'lllM 
(reellen oder imaginären) Kllrv!' 7.wl'itc-n (;mde~. wit, BIllon l"jc-ht 
narbwl'ist indl'm man (hp Ehenp zlIr ;r', 1(- Ehpnp einl'" IlPll"n Konr-dinaten,,~;t('m8 mar,hl und hernaeh zur d"winll1lll~ .ler S"hni!lknn'1' 
z' = (I sctzt. 
31 Daß durch jed"n Punkt "inf>R Zylindl'r. "tiN J\1'1l"h 7.W"'1\."n 
Grades ('ine der Fliichl' anl{ehörige Gl'Tac!l'. nilmllch !'int' ~!:lDt.I'Jlini". 
hindurchlil.nft, ist ~elbRh'erRtändlich. Allch i.t, !{"ollJetns"h einlell<'},' 
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Um die gefundenen Geraden durch Gleichungenpaare darzustellen, 
setzen wir erstlich die Gleichung (3) S. 125 des einschaligen 
Hyperboloids in die Gestalt: 
Indem wir unter 8 irgendeine zunächst endliche und nicht ver-
schwindende Zahl verstehen, geben wir durch die beiden linearen 
Gleichungen: 
(2) -+-=8 1+-a; z ( 11) 
a c b ' 8(=- -~) = 1-~ a c b 
eine Gerade G" welche in der Tat in ihrer ganzen Ausdehnung 
der Fläehe angehört. Ist nämlich (x, y, e) irgendein Punkt von G" 
so sind durch diesen Punkt heide Gleichungen (2) befriedigt, also 
auch ihr durch 8 geteiltes Produkt, d. h. die Gleichung (1). Auch 
fftr 8 - 0 stellt das Paar (2) eine Gerade des Hyperboloids dar. 
Indem wir aber 8' = S-l set.zen und die Gleichungen (2) in: 
(S) s'(~ + !_) - 1 +.1L ~ _!.-. .... 8'{1-~) 
a c b' a c b 
umsohreiben, folgt auch für s' -= 0, ein Wert, der sowohl ftlr 
s - + 00, als s =- - 00 erreicht wird, eine bestimmte auf dem 
Hyperboloid gelegene Gerade. Verstehen wir unter s einen alle 
(reellen) Werte durchlaufenden "Parameter", so haben wir in (2) 
eine "Schar" '!1on Geraden G, auf dem Hyperboloid dargestelU, die 
stM stetiger Änderung von s entsprechend stetig aneinanderreiken; 
tHIil ,war kommt dieser Schar insofern ein ringfljmtiger Zusamtnm-
schluP eu, als den beiden Extremwerten s .... ± 00 ein und dieselbe 
Gerade entspricht. 
Es besteht weiter der Satz: Durch jeden Punkt (x, y, z) des 
HyperboZoids lauft eine und nur eine Gerade G der Schar (2) 
hindurch. Verschwindet nämlich für (x, 11, e) kei~er der vier Li-
nearfaktoren in (1), so gilt: 
~+~ 
a c 
1-~­
b ==c __ _ 
a; z 
---
a c 
und der endliche, von 0 verschiedene Wert dieser Quotienten lie-
fert den eindeutig bestimmten Parameter 8 der durch (x, y, H) hin-
durchlaufenden G •. Ist 11 -= b, so bestimmt sich 8 aus der ersten 
teDd, daß auf dem Ellipsoid, dem elliptischen Paraboloid und dem 
zweilchaligen Hyperbolold gerade Linien Dicht enstieren. 
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Gleichung (2) eindeutig. Die zugehörige Gerade G, läuft Aber tat-
Bächlich durch (x, y, e), da auch die zweite Gleichung (2) erflUlt 
ist. Es ist nämlich fllr y -= b zufolge (1) entweder: + : - 0, 
und dann gilt 8 =- 0, oder es ist Z + ~ + 0 (wo auch s .,. 0 
a c 
gilt), und dann ist zufolge (1) eben ~. - : =oe O. Für.'I/ = - b 
zieht man zu entsprechendem Gebrauohe die Gleichungen \ 3) heran. 
An (2) reihen wir jetzt das Gleichungenpaar: 
(4) --+-~t 1-~-IX Z ( 11) 
a c b ' (
z Z) Y t --- ~1+-
a c b 
an, welches zu einer entsprechenden Betrachtung Anlaß gibt. Es 
gilt der Satz: Durch das Gleichungenpaar (4) mit drm ,,Para-
meter" t ist eine zweite ,,;..,)char" von Gfraden GI Im( drm Hyprr-
boloid dargestilU, wobei wiedt'?" durch julen Punkt dtr F'liichr eine 
und nur eine Gerade der Schar hindftrchlliu{'t. Weiter besteht der 
Satz: Zwei Gerade der gleichen Schar schnritltm .-irh nicht, t",ei 
Gerade 1Jfrschiedertef' Scharen schneiden sich steü. Der first<> 'feil 
des Satzes ist oereit.s bewiesPD; denn hättl'n a, lind G,. piTll\D 
Punkt gemein, 80 würden durch dil\!lOn Punkt deR H.vp"rholoid. 
eben zwei Gerade der ersten Scha.r Ia.ufen, 1'1'/1.11 aURI{HRchlollRP,n iBt. 
Den zweiten Teil des Satzes beweisen Wir durch A Il/{ahe dllr 
Koordinaten; 
.t + 1 8 - t " -- 1 (6) .r - a,,+-i' y .... - b ;-+ t' I - C R + t 
des Schnittpunktes von G, und G/). Die geslUDten Ger&den der 
einen Soha.r erscheinen somit längs einer einzelnen Geraden der 
anderen Schar aufgereiht. 
Daß die hiermit betrachteten Geraden G, und G, durch einen 
einzelnen Punkt P des Hyperboloids die am AnfAng des Para-
graphen gefundenen beiden Gera.den durch P sind. ist jetzt leicht 
zu zeigen. Es kann nämlich durch P Oberhaupt keine drittl' «<,-
rade G. die ganz auf der Fläche liegt, hindurchlaufen. Gäbe es 
eine "olehe, 80 lege man durch einen von P verscbiedenen Punkt P' 
von G die zugehörige Go' der ersten Sr.ha.r, welcho ni(~M mit G 
identisch sein kann und Obrigens G, schneidet. Die Ehen/' des alls 
0 1, 0 und G" gebildeten Dreiecks wUrde dann dM H.Y}wrholoid 
in diesen drei Geraden schneiden, wll.hrend doch dir, Scbnittkurve 
Iweiten Grades nur in IWri Gerade zerfallen kann. 
Die vorstehenden Entwicklungen übert.rägt man ohne MOh,. Auf 
du hyperbolische Paraboloid i wir hegnßgIln unB damIt., dIe mri-
1) All Spe7.ialf.I1 gilt: r.t.+ t-O, 80 sind G. und G, parallel. 
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chungenpaare der beiden Geraden8ckaren für das hyperbolische 
Parabowid (2) S. 126 anzugeben: 
~ +'!l .... 28 8 (~-~) = Z 
ab' ab' 
: +-t-=tz, t(: -})=2. 
Auf Grund der gewonnenen Sätze können wir Modelle des ein-
schaligen Hyperboloids und des hyperbolischen Paraboloids mittels 
gespannter Fäden, sogenannte "Fadenmodene" der beiden Flächen 
leicht herstellen. Fig. 95 zeigt ein Fadenmodell eines einscha.ligen 
Hyperboloids, von einem weit entfernten Punkte der y-Achse ge-
Fig. 95, 
sehen. Durch zwei Parallelebenen zur x, y -Ebene, die oberhalb 
und unterhalb dieser Koordinatenebene verlaufen und gleichen 
Abstand von ihr haben, wird das Hyperboloid in zwei kongruenten 
Ellipsen E und E' geschnitten 1). In diese beiden Ellipsen sind • 
die Fäden, den Geraden G. und GI entsprechend, eingespannt 2). 
Bei der Herstellung des Modells gehe man so vor. Ei!le erste 
Gerade Gt werde vom Punkte Q auf E nach dem Punkte Q' der 
Ellipse E' gespannt. Die Strecke QQ' der Geraden Gt wird dann 
von einer Anzahl von Geraden G, getroffen. Beginnt eine einzelne 
1) In der Figur projizieren sich E und E' in die heiden gerad-
linigen Ränder. 
2) In Fig. 95 sind die Geraden der einen Schar etwas stli.rker als 
die der anderen ausgezogen. Doch ka.nn man die Zeichnung auch. sO 
a.uffassen, daß nur eine Geradenschar zur Darstellung gelangt l~t; 
die schwächer ausgezogenen Geraden liegen dann auf der Rückseite 
des Modells. 
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dieser Geraden im Punkte P der Ellipse E, so Rchneidpt dip durrh 
P und GI festgelegte Ebene die Ellipse E' außer in (/ noch in 
einem zweiten Punkte p'; G, ist dann die Gerade PP'. Man wird 
so leicht eine Anzahl von 
Geraden G, von E nach 
E' spannen, welche QQ' 
treffen. Diese dienen dann 
entsprechend zur Anlage 
weiterer Fäden GI usw. 
In Fig. 96 ist ein Mo-
dell des hyperbolischen 
Paraboloids abgebildet, 
bei dem die Fäden in ein 
windschiefes Viereck, ge-
bildet aus zwei Geraden 
G, und zwei Geraden (;" 
eingespannt sind. Hei IIt'r-
stellung de~ ~fodeJls kann 
Fig. 96. 
man entsprechend verfahrt'n wil, phl'n hili III 11 YPf'rhojoid. Man 
spanne zwisclwn dPII heid,m !{,alldgt,rnd .. T1 G. pinf' ('rAI .• • <;"mc!" (; r 
Damit sind dalln hf'rrits all(. nl'mdllTl (:. <I,., ModellH J. .. st.tmllll 
Ein Punkt l' der einlm RllIHlgl·mdl'n 1:/ li .. fprl. windich Hul <in 
einW'spannten (; t eintl Ehen .. , die Ilill W·grlliih,.rlif'R''I1dll Hand-
Ilerad" (:/ im Punktf' p' ~chnf'id", drllm ist /'V ,'JI)I' (,,,nd .. (;,. 
~Öb.re Mathematik !Ur Ingenieure. Von Prof. D,.J. 1''''7· Au""....... "l', 
ßearb. v. Geh. Hofrat Dr. R.Fricke, Prof.a. d. Tech.Hochschule in Braunschweig, 
und F. Süclttinff, Prof. an d. Bergakademie in Clausthal. 3. Autl. Mit 106 in d. 
Text gedr. Fig. [XVI u. 450 S.] gr.8. 1919. Geh. M. 80.-, geb. M. 88.- I 
"Hier ist ein Lehrmittel entstanden, das bei der Reichhaltigkeit der in die mathematisch.... \.. 
Aufgaben hineingearbeitPlen Sammlung von Anwendungsbei.pielen weit mehr bietet als ein 
.ewöhnliche. Lehrbuch der Integral· und Dilferentialrechnung." (ZentralbI. d. Bauverwaltr.) 
Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihrer An-
wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. an der Techn. Hochsch. 
Braunschweig. gr.8. I. ßd.: Differentialrechnung. 2. u. 3. Aufl. Mit! 29 in d. Text 
gedr.Fig., 1 Samml.v.253Aufg. u. 1 Formeltab. [XIIu.~88S.l 1921.Geh.M.80 .. -, 
geb.M.96.-. II.Bd.: Integralrechnung. 2.U. 3. Autl. MIt 100md.Textgedr.Flg., 
1 Samml. v.242Aufg.U.1 Formeltab. [IVu.406S.] 1921. Geh.M.80.-,geb.M.96·-
Da. Problem des Unterrichts in den Grundlagen der höheren Mathp.matik an den Tech· 
nilChen Hochschulen ist seit mehr als zwei Jahrzehnten nicht nur wiederholt besprochen and 
in Monographien behandelt, sondern hat auch die Gestaltung der neueren Lehrbuchliteratar 
....... tlich beeinflußt. Auch das vorliegende Lehrbuch ist aus dieser Bewegung hervorgewachsea. 
Kurzgefaßte Vorlesungen über verschiedene Gebiete der höheren 
Mathematik mit Berücksichtigung der Anwendungen. Von Geh. 
Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. an der Techn. Hochschule in Braunschweig, 
Analytisch-funktionentheoretischer Teil. Mit 102 Fig. [IX u. 520 S.] gr. 8. 
I<}OO. Geb. M. 64.-
Diese. analytisch.funktionentheoretischo Kompendium 1011 {Ur die Studierenden der Matbe· 
,natik zur Einflihrung in eine Reihe von Disziplinen der hOheren Analysis und Funktio,!ea' 
tbeorie dienen, deren Studium sich unmittelbar an die grundlegenden Vorlesungen über V,f .. • 
.... tial. und Integralrechnung anschließen kann. 
Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. Von Geh. 
Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. an der Techn. Hochschule Braunschweig. In 
3 Teilen. I. Teil: Die funktionentheor. und analytischen Grundlagen. Mit 
83 in den Text gedruckten Figuren. [X u. 500 S.I gr.8. 1916. Geh. M. 114.70, 
geh. M. 118.-. 11. Teil: Die algebraischen Ausführungen. Mit 40 in den Text 
gedr. Fig. [VIII u. 546 S.] gr.8. 1922. Geh. M. 176.-, geb. M. 188.-
ner erste Band entwickelt nach einer Einleitung, die die erforderlichen Voraussetzungen 
aus der allgemeinen Theorio der analytischen Funktionen, die Grundlagen der Theorie der 
elliptischen lntegrnle und J<'unktionen behandelt, ihre analytischen Darstellnngen in umfassender 
'Vebe und beleuchtet den Gesamtumfang der hier in Betracht kommenden Körper zu ... mmeo· 
gehöriger Funktionen. Das lang erwartete Erscheineo des zweiten Bandes wird um 10 mehr 
begrUBt werden, als er in knapper, aber alles \Vesentliche umfassender Darstellung der al· 
gebraischen Seite der elliptischen Funktionen zum Teil noch unveröffentlichtes oder nur 
ac:hwer zugängliches Material darbietet. 
Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Ursprünglich 
Obersetzun~ des Lehrbuches von J. A. Serrel, seit der 3. Aufl. gänzlich 
neu bearbeItet von Geh. Reg .. Rat Dr. G. Scltef"en, Prof. an der Techn. 
Hochschule Berlin. gr.8. 1. Band: Differentialrechnung. 6. u. 7. Aufl. 
Mit 70 Fig. [XVI u. 670 S.] 1915. Geh. M. 82.7°, geb. M.96.- H. Band: 
Integralrechnung. 6u.7.Autl. Mit 108 Fig. [XII u.6I2S.] 1921. Geh.M.86.70, 
geb. M. 100.- III.lland: Differentialgleichungen und Variationsrechnungen. 
4 u. 5· Aufl. Mit 64 Fij{. [XIV u. 735 S.] '914, Geh. M. 86.70, geb. M. 100.-
"Die rasche Aufeinanderfolge der Auflagen spricht zur Genüge für die GUte des Buche., 
da. auch wegen der Reichhaltigkeit des Stoffe. und der leicht faßlichen Darstellung Lehrenden 
und Lernenden auf. wärm.te empfohlen werden kann." (Archiv der Mathematik u. phyalk.) 
Vorlesungen über Differential- u.Integralrechnung. Von Hofrat Dr. 
E. C.uber, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Wien. I. Bd. gr. 8. 4., sorgf. durchges. 
Aufl. Mit 128 Fig. [XII u. 569 S.] 1918. Geh. M. 80.-, 11. Band. 5. Aufl. 
Mit 119 Fig. [Xl u. 599 S.] 1921. Geh. M. 80.-, geb. M. 104.-
,.Die Darstellung ist ungcml'in klar und einfach, die Anordnung des Stoffe. muaterhaft. die An· 
wenduug"n. hesonder. aus den. Gebiete der Geometrie. \'ortrefl1ich ausgewählt und vielfach durch-
aUlorilliudl. Auch die Ausführung der zahlreicben Figuren i.t zu lohen."(Archiv d.Matb.u.PhYI.) 
Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin 
Pr.ldD4eruq vorlIeIlalten 
,. 
Analytische Geometrie der Ebene. Von (;!!h. R~R.·Rat Dr. C. RUllgt, 
Prof. an der t:niv. Cütlln~cn. Mit 75 FiK· IlV u. II)XS.] Kr.8. 1<)08. Kar!. M. 2+ . 
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